Google 



This is a digital copy of a book thaï was prcscrvod for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 

to make the world's bocks discoverablc online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automatcd qucrying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do nol send aulomated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each file is essential for informingpcoplcabout this project andhelping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep il légal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite seveie. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps rcaders 
discover the world's books while hclping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full icxi of ihis book on the web 

at |http : //books . google . com/| 



Google 



A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 

précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 

ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 

"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 

expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 

autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont 

trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 

du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages apparienani au domaine public cl de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 
Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des fins personnelles. Ils ne sauraient en effet être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésitez pas à nous contacter Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer l'attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

A propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le français, Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse fhttp: //books .google. com| 



\ 



PARIS. — SOC. D'iMP. PAUL DUPONT (CL.)' 140.11.90. 



V 



LEÇONS 



GÉOMÉTRIE 

ANALYTIQUE 

A L'USAGE DES ÏLÈVES 

DE LA CLASSE DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

IT OES CANDIDATS 

1 LlCCU lOlIUI SIPIBUIIII IT k IMU rOiniCHIIQIII 



E. PRUVOST 

InipattcDr gâottal de l'IniIrncLlon pnkllfiM 

m ProfMieor ds HalliéDiillqiiïi ipédilci m L;cf« Lonli-b-Grud 



TOHE PRBHIEn 



PARIS 

SOaËTB D'IIIPRIUBRIB & LIBRAIRIE ADMINISTRATIVES » CLASSIQUES 
PAUL DUPONT, Édltenr 

A, n4JB DU BOUL.Ot, « 



» • « 



\m • 




.' 



* 



» 



LEÇONS 



OB 



GEOMETRIE 



A.NALYTIQUB 



« 



6 PRELIMINAIRES 

connues. Mais, dans la plupart des cas, les inconnues sont repré- 
sentées par des longueurs non mesurées^ et Ton se propose de 
déduire de la formule qi;i exprime Tinconnue ou même des équa- 
tions du problème non résolues, une construction graphique 
donnant Tinconnue elle-même et non plus sa valeur numérique. 
Les méthodes à suivre pour mettre un problème en ^qpiation 
et pour résoudre ces équations sont exposées dans les cours 
d'Algèbre; nous nous occuperons donc seulement de la construc- 
tion des formules, et nous commencerons par établir un théorème 
important, connti sous le nom de prbicipe de l'homogénéité. 

DE L'flOHOGÉNÉITÉ. 

1. Définition. — >0n dit qu'une fonction f{a^ byC,. ..) est homo- 
gène par rapport aux quantités a, fr, c, . . , lorsque, en y rempla- 
,fant aybfCy ... par ta, tb^ te, . . , on a identiquement 

f(ta, tb, te, . . .) = t^f(a, t, c, . . .) ; 

l'exposant m est le degré de la fonction homogène. 
Par exemple, les fonctions 



a« — 2a&, 



a— ft a« — 6* ' a* + b* 



sont homogènes et ont respectivement pour degrés les nom- 
bres 2, -, et — 2. 

2. Théorème fondamental. — Lorsqu'en prenant une unité 
ARBiTRAmE on a trouvé entre les diverses longueurs qui composent 
une figure une relation 

f{a,byC, ...) = 0, 

si cette équation est exacte, elle devina être satisfaite quel que soit t, 
quamd on y remplace a,b,c, ... par ta, tb, te, .... 

Désignons par A, B, C, ... les lignes qui composent la figure 
considérée. 

Choisissons arbitrairement une première unité de longueur u, 
o'est-à-dire une unité n'ayant aucune relation avec les lignes 
A, B, G, ... ; et soient a, fr, o, . . • les nombres qui mesurent alors 
les lignes A, B, G, 

Ghoisissons ensuite une seconde unité de longueur également 



HOMOGÂNÉITÉ *? 

• • 

arbitraire iu', et soient a\b'yd,. ,. les nombres qui mesurent alors 

les lignes A, B, G, 

Adoptons d'abord Tunité u, et supposounsque, par une certaine 
série de raisonnements, on ait trouvé entre les nombres a^b, c, . . . 
la relation 

(1) /•(a,ft,c, ...) = 0; 

comme les raisonnements que l'on a faits sont indépendants de 
l'unité adoptée, si on les répète en prenant u' pour unités on trou- 
vera, entre les nombres a', ft', c', . . . , la relation 

<2) r(a',fr',c', ...) = 0, 

qui ne diffère de l'équation (1) que par le changement des lettres 
ttf by 0, . . . en a' y b\ c', . . . . 

Mamtenant, quand on change d'unité, le rapport des nombres 
qui mesurant une même grandeur est égal à l'inverse du rapport 
des deux «nités ; si donc on désigne par t le rapport de l'unité u 
à l'unité u\ on aura les relations 

a'_b'_d_ 

on en tire ' 

a! = to, b' = tb, c' = fc, . . . ; 

en portant les valeurs de rf, b', df.., dans l'équation (2), elle 
devient 

(8) « f(ta,tb,U,...) = 0. 

Laissons fixe l'unité u, et faisons varier arbitrairement l'unité u'; 
les nombres a, &, c, . . . ne .changeront pas, mais le rapport t de 
l'unité u à l'unité u' prendra telle valeur que l'on voudra ; donc 
l'équation (S) devra avoir lieu quel que soit t. 

Le théorème précédent pourrait servir à vérifier l'exactitude des 
calculs que l'on a effectués ; mais, dans la pratique, il est avanta- 
geux de le remplacer par un autre que l'on désigne sous le nom 
de théorème de V homogénéité , 

3« Théorème de rhomogénéité. — Lorsqu' en prenant une unité 
arbilraire on a trouvé entre les diverses longueurs qui composent 
une figure la relation 

(i) ■" * r(a,M,...) = 0, 

îl fauty pour que cette équatim puisse être exacte, qu'elle soit 
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hœnogène ou composée (Tune somme de termes homogènes qui soni 
nuls séparément. 

' Pour démontrer ce théorème, nous supposerons que la fonc- 
tion f est ialgébrique et mise sous forme entière. 

En premier lieu, si la fonction f est homogène^ on aura identi- 
quement 

fita, tb, ic, . . .) = ^^ f (a, b,c,...)i 
donc réquation 

f{ta,tb,tc^...) = 

aura lieu quel que soit t\ et, d'après le théorème fondamental, 
l'équation (1) pourra être exacte. 

En second lieu, si la fonction f n'est pas homogène, nous pour- 
rons gi*Quper ensemble les termes de même degré et l'équation (1) 
prendre la forme suivante : 

Dans réquation (4), remplaçons a, t, c, . • . par te, tb^ te, ... ; 
elle devient 

4 

(5) P(pm(a,fc,c,. . .) + f^p{a, b,c,.. .)+ . . . + t'ffsiaJi,Cy . . 0=0. 
■ • 

D'après le théorème fondamenta], l'équation (5) doit avoir lieu 

quel que soit t ; on doit donc avoir séparément 
<Pfli(a,fc,c,...) = 0. <pp (a, &,(;,...) = <p,(â,fc,c,...) = 0. 

Le théorème de l'homogénqité se trouve ai»si établi pour le 
cas où la fonction f (a,&, c,. . •) est algébrique et mise sous forme 
entière. 

Remarque* — Si l'on avait pris pour unité une ligne ayant un 
rapport déterminé avec une des lignes de la figure, on ne pourrait 
plus appliquer le théorème de l'homogénéité. 

Soit en effet À la ligne de- la figure qui a un rapport déterminé 
avec l'unité^ le nombre qui mesure A ne sera plus représenté par 

une lettre a, mais par. un symbole numiériquetel que 2, 5, -,.. ;il 

ne restera donc plus dans la fonction f aucune trace de l'exposant 
de la puissance à laquelle était élevée la quantité a. 

Cette remarque fait comprendre combien il est impc^tant, en 
appliquant l'Algèbre à la résolution d'un problème de géométrie, 
de laisser l'unité de longueur complètement arbitraire. 
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4. RéUblisfieineiit de. rhomogénéité. — • Lorsqu'on prend 
pourunilé de longueur une lignd> ayant un rapport déterminé 
avec une des lignes de, la âgure, les équations obtenues^ bien 
qu*exactes^ cessent d'être homogènos; mais il est facile de ré- 
tablir rhomogénéité. 

SoieniJb'tC!,d\..Aes nombres qui rhesurent les lignes B, G, D,./.| 
l'unité de longueur étant A, et 



(6) 



m\c,d',...)=o 



une des équations obtenues. 

Appelons a,b,Cy... les nombres qui mesurent les lignes A, B, 
G, • • ., l'unité étant arbitraire, on aura 

1 b' d d' 



d'où 



a 



a a a 



et l'équation (6) devient 

cette nouvelle équation (7) est homogène'et du degré zéro. 

Règle. — Pour rétablir V homogénéité^ il suffit de remplacer 
dam Véquation 

f{b\d,d\...) = 

les nombres b\ c', d',. . . par les rapports -, -, -, . . . des nom- 
bres qui mesurent les lignes B, C, D, .... au nombre qui mesure 
la ligne A quand Vunité de longueur est arbitraire. 

Par exemple, si Ton prend pour unité l'hypoténuse d'un trian- 
gle rectangle, le théorème de Pythagore donne entre les nombres 
b\ d qui mesurent les côtés de l'angle droit la relation non homo- 
gène 

ft'« + ç't = l, 

de laquelle on déduit, en rétablissant l'homogénéité, l'équation 






ou é* + c« = o«. 
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Remarque I. — Eq se reportant à la mesure des angk3s et à la 
définition des lignes trîgonométriques, on voit que les angles et 
Içs lignes trigonométriques sont exprimés par de véritables 
nombres ; il résulte de là qu'en appliquant le théorème de Tho- 
mogénéité, on devra faire abstraction des lettres qui représentent 
spit des. angles^ soit des lignes trigonométriques. 

Remarque II. — Dans un problèma» on considère souvent simul- 
tanément des nombres qui expriment des mesures de longueur, 
de surface et de volume. Dans ce cas, on suppose ordinairement 
que l'unité de surface est le carré construit sur l'unité de longueur^ 
et que l'unité de volume est le cube construit sur la môme unité 
de longueur. U résulte de là que pour appliquer le théorème de 
rhomogénéité, on devra remplacer les lettres S et V qui repré- 
sentent une surface ou un volume par a^ ou2^^, a et fr étant les côtés 
du carré et du cube équivalents à la surface S et au volume V. 

CONSTRUCTION DES FORMULES. 

5. Dans ce qui suit, nous supposerons que Tinconnue x repré* 
sente une longueur et que son expression est homogène ; cette 
expression devra dès lors être du premier degré. 

Si rinconnue était une surface ou un volume, on la représen- 
terait par 3fl ou par x^, la lettre x désignant une longueur. 

6. Construction des expressions rationnelles. — > Quand 
l'expression est entière, elle est de la forme 

et elle peut être construite sans difficulté. 
L'expression fractionnaire la plus simple est 

ah 

l'inconnue x est une quatrième proportionnelle aux trois longueurs 
a, b, c\ on a appris à la construire en géométrie élémentaire. 
' Soit maintenant à construire Texpression 

__ abcd 

Posons 

cd ^* D 

7-' ¥^^' 



CONSTRUCTION DES FORMULES ^1 

il en résultera 



a ! 



on obtiendra a, p, puis x par une série de quatrièmes propor- 
tionnelles. 
Soit enfin à construire l'expression 

A — B + n 



I 






A' + H — G' 

dans laquelle A, B^ G sont des monômes du degré m -|- i> et 
A'*, F, G' des monômes du degré m. 
Soit X une longueur quelconque ; posons 

A =X«a B =\H G=X"»c 

A' = X«'-*a' B' = X"— V G' = X"— V; 

nous obtiendrons les longueurs a, ft, c, a\ b\ d en construisant 
une série de quatrièmes proportionnelles. L'expression de x 
devient 

a — b-{-c Xa 

^-^a' + fr'-c'-p'' 
en posant 

(x=a— ft + c /3 = a'+ft' — c'. 

Pour obtenir x» il restera à construire une quatrième propor- 
tionnelle aux trois longueurs X, a, p. 

Remarque. — Si l'inconnue x était exprimée par un polynôme, 
on construirait par la méthode précédente chaque terme du 
polynôme, et Ton serait ramené à construire une expression de 
la forme 

x^a-^-b — c-i-df 

dans laquelle a, fr, c, d désignent des longueurs. 

7. Construction des irrationnelles du second degré. — 

Rappelons d'abord que Ton a appris en géométrie élémentaire à 

construire la longueur x définie par l'une des deux équations 

suivantes : 

x^ b 

On obtient la longueur définie par la première équation en oons- 
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truisant une moyenne proportionnelle entre les longueurs aeih; 
on obtient la longueur définie par la seconde équation en cons- 
truisant un carré qyi soit à un carré donné dans un rapport donné. 
Gela posé, soit d*abord à construire l'expression 



_ 75^ 



la quantité placée sous le radical étant une fraction dans laquelle 

le degré du numérateur surpasse de deux unités celui dn déno* 
minateur. 
Posons 

df ea ^ b& 

il en résultera 

« = \/â7; 

on obtiendra a, p, t par une série de quatrièmes proportionnelles; 
enfin on obtiendra x en construisant une moyenne proportionnelle 
entre les deux longueurs a et y. 
Soit maintenant à construire Fexpression 



_ /A^B + C 



dans laquelle A, B, G sont des monômes du degré fn-{'2 ei 
A'y B', G' des monômes du degré m. 
Soit X une longueur quelconque ; posons 

À=X"+*a B=X»+«ft G=X*+*c 

A' = X"-V B' = X'"-*ft' G' = X»-V; 

nous obtiendrons les longueurs a, b, c, d^ V, tf en construisant 
une série de quatrièmes proportionnelles. L'expression de x 
devient 



V a'+b'-(f \- 



en posant 

Pour obtenir x, il restera à construire un carré qui soit à un 
carré donné dans un rapport donné. 
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* 

Remarque. •— On parvient souvent, par des procédés particu- 
liers» à construire les formules plus simplement que par la mé- 
thode générale que nous venons d'exposer. 

Par exemple, les formules 

86 construisent directement au moyen du théorème de Pythagore. 
De même la formule 

pourra être construite en appliquant plusieurs fois le théorème de 
Pythagore. 

8. Constmction des radicaux dont l'indice est nne puissance 
de 2. — Soit à construire l'expression 

îT/A — B + C 
<*> ^="V a' + B'-C' ' , 

dans laquelle A, B, G sont des monômes du degré 2" -f; p -f- 1, 
et A', B', G des monômes du degré j) -j- 1. 
La méthode consiste à mettre Texpression de x sous la forme 

X, a, p représentant des longueurs. 
Pour cela, X étant une longueur quelconque, posons 

A=}f+Pa B=X*'"+^ft C=X^+Pc 

nous obtiendrons les longueurs a, b, c, a\b\ c', en construisant 
une série de quatrièmes proportionnelles. L'expression de x 
devient 

en posant 

« = a— ft + c, p = a' + ft' — ^. 

Nous sommes ainsi ramenés à construire la longuour x définie 
par réquation 



=v/*'l- 
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Écrivons cette expressioa de la manière suivante : 



\f' 



Posons maintenant 

P 
Nous obtiendrons Xi en construisant un carré qui soit à un carré 
donné dans un rapport donné. L'expression de x deviendra 

Écrivons cette nouvelle expression de x de la manière suivante : 

«—1 



.=</ 



2/ «»— I 



^* "^o^x^y 



et posons X x^ = x^, nous aurons 



OT— 1 m— î 



Nous obtiendrons x^ en construisant une moyenne propor- 
tionnelle entre les longueurs \ et x^. 

En continuant de la même manière, nous obtiendrons pour x 
une expression de la forme 



x=v/ 



m—p 



qui, pour p =m — 1, devient 

et nous obtiendrons x en construisant une moyenne proportion- 
nelle entre les longueurs X et Xm-i* 

En résumé, on obtiendra la longueur x définie par l'équation (1) 
en construisant : 1^ une série de quatrièmes proportionnelles - 
2^ un carré qui soit à un carré donné dans un rapport donné - 
S® une série de moyennes proportionnelles. 

Exemples. — 1® Soit à construire l'expression 



^ 



a*+ 
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D'après la méthode exposée précé(leminent« il faut la mettre 
sous la forme 

Pour cela, on devrait poser 

mais, dans ce cas particulier, on peut opérer un peu plus sim- 
plement. 

Dans la fraction placée sous le radical, mettons en facteur afi an 
numérateur et a' au dénominateur, nous aurons 

b* b* 

en posant tt=-^, t; = — . Les longueurs u et v sont faciles à 

construire; d'un autre côté, le théorème de Pythagore fera con- 
naître les longueurs a et p définies par les équations 

a« = a« + tt« ^8 = a« + t;*, 
l'expression de x devient alors 



x = 



^=V''*f' """ "^"^V^'i' 



on obtiendra x en construisant un carré qui soit à un carré donné 
dans un rapport donné. 
«• Construire Texpression 

Sachant que l'unité est une longueur donnée A6, 



nous pouvons écrire successivement l'expression de x sous les 
formes suivantes : 
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en posant AB. | = «*, nous aurons 

X = y AB!a«= ^Ab!» = y Ab!(AB. a) ; 
posons maintenant AB. d= p^, nous aurons 

a;«=yAB%«=\/AB. p, 

et l'on est ramené à construire une. moyenne proportionnelle ent^e 
deux longueurs connues AB et p» 

Remarque. — Il résulte de ce qui précède que toute expression 
algébrique rationnelle ou irrationnelle représentant une longueur 
pourra toujours être construite à l'aide de la règle et du compas, 
quand les indices des radicau^t qu'elle renferme^ si elle est irra- 
tionnelle, sont des puissances exactes de 2. 

On démontre que les expressions satisfaisant aux conditions 
précédentes sont seules susceptibles d'être construites à l'aide de 
la règle et du compas ; la démonstration de ce théorème ne peut 
trouver place dans un ouvrage élémentaire. 

9. Construction des racines de l'équation du second 4egré. 

— L'équation du second degré rendue homogène peut présenter 
l'une des formes suivantes : 

(1) x^ + bx + c^ = 0; 

(2) x« — frx-f-c* = 0; 
(8) a^ + bx-r-c!^=0; 
(4) a;» — taî— c«=0; 

il suffit de considérer les formes (2) et (4), car en y remplaçant 
x par — X, on obtient les formes (1) et (3) . 
Soit d'abord Téquation 

6i les racines sont réelles, elles sont positives, et, en les dési- 
gnant par xf eiaf'j nous aurons 

a/+xl' = b,. x!x'' = d^. 

On^t donc ramené à construire un rectangle connaissant sa 
surface et son périmètre. 
Pour cela, décrivons une demi-circonférence ayant pour dia- 



•■ 







Fig. 1. 
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inètreAA'=: fr;au pointA, menons une tangente sur laquelle nous 
prendrons une longueur AT = c; 

enfin menons par le point T une pa- t - — ^^^-"^"^ ^^ m' 
rallèle au diamètre AA', elle ren- 
contre la circonférence aux points 
M et M'. On a A 

m = af TM'=a;''; 

car les propriétés de la circonférence donnent 

TM.TM'=:AT = c«, 
et l'on a, en outre, 

TM + TM'=ft. 

Soit maintenant l'équation 

a:« — ijî — c« = 0. 



Ses racines sont Tune positive, l'autre négative ; en les désignant 
par x' et — x"y nous aurons 

x!-^x'' = by a;V = c«. 

On est donc ramené à construire un rectangle connaissant la 
surface et la différence des côtés. 

Pour cela, décrivons une circonférence ayant AA' = b poi r 
diamètre ; au point A menons une , 
tangente sur laquelle nous prendrons 
AT = c ; le diamètre TO rencontre 
la circonférence aux points M et M'. 
On a ^. ^ , , 

car les propriétés de la circonférence 
donnent 



-« 



TM.TM' = AT = c*, 

et Ton a en outre 

TM'— TM = 6. 




Fig. î. 



10. Constr action des racines de l'équation bicarrée. — 

L'équation bicarrée rendue homogène peut présenter l'une des 
formes suivantes : 

x^ + abx*-(fld^ = 0, 

x^ — abx^ + c^cP=0, 
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il est inutile de considérer Véquaiion x^-{'abx^'\'C^d^ = qni' 

n*a que des racines imaginaires. 

Si Ton pose 

x^ = cy, 
nos équations deviendront 

C u C 

On construira les racines de Tune de ces équations du second 
degré, et Ton obtiendra ensuite x par une moyenne proportion- 
nelle entre c eiy. 

Pour que les valeurs de x soient réelles, il faut et il surfit que 
les valeurs de y soient réelles et positives. 

PROBLÈME DE PAPPtJS. 

11. Nous ne donnerons qu'un seul exemple d'un problème de 
géométrie résolu par TAlgèbre, et nous choisirons la question 
suivante connue sous le nom de problème de Poppus. 

Problème . — Par le point A do)mé à égale distance de deux 
droites rectangulaires xod^ yy\ mener une sécante telle que la 
partie interceptée par les deux droites rectangulaires soit égale ù 
une longueur donnée I. 

Il est aisé de montrer que lo problème peut avoir quatre solu- 
tions, parmi lesquelles doux sont toujours réelles» 
Joignons le point A au point et faisons tourner la droiteindé- 

y finie AO autour du 

point A dans le sens 

indiqué par laflèche; 

la portion inlerccp- 

^ ^ tée dans l'angle y'ox 

*" croîtra d'une ma- 
X nière continue de- 
puis zéro jusqu'à 
Tinfini, ce qui arri- 
vera quand la droite 
sera parallèle à y^; 
donc, pour une posi- 
tion de cette droite^ 
la partie interceptée 
dans Fangle xoy' aura pour longueur /. On verrait de môme 
qu'il y a une solution dans l'angle x'oy. 
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Examinons maintenant ce qui se passe dans Tangue yox. 

Quand la sécante occupe la position Api parallèle à oj/, la por- 
tion interceptée dans Fangle yox est infinie : la sécante tournant 
dans le sens de la flèche, la portion interceptée diminue et rede- 
vient inflnie quand la sécante occupe la position Ax^ parallèle à 
ox. Il résulte de là que la portion de la sécante interceptée dans 
l'angle yox est susceptible d'un minimum m ; donc, si Ton a I >► m, 
le problème aura deux solutions dans Tangle yox ; si Ton a { ==r m, 
ces deux solutions se réduisent à une ; enfin si Ton a j -< m, il n'y 
aura plus de solution dans Tangle yox. — Il est d'ailleurs évident 
qu'il n*ya pas de solution dans l'angle y'oxf. 

Le problème pouvant avoir quatre solutions, sa résolution dé- 
pendra d'une équation du quatrième degré; nous montrerons que, 
par des transformations bien connues, on peut arriver à n'avoir à 
résoudre que des équations du second degré; nous établirons en 
outre les relations qui existent entre ces transformations analy- 
tiques et les inconnues particulières dont le choix a permis ù 
Pappus, Newton et Gergonno de résoudre par la règle et le 
compas le problème considéré. 

Premiôre sdlution. — Appelons a les distances AD = AE du 
point A aux deux côtés de l'angle yoXj et soit BC une des posi- 
tions de la sécante cherchée ; nous prendrons pour inconnue la 
distance BD = x. Les triangles semblables ABD, BCO donnent 



AB BC y/w^'-^x^ l 

= —7r ou — 



Bu Oli X a-\-x 

cette équation rendue rationnelle et ordonnée par rapport à x 
devient 

(1) a:* + 2rta:3 + (2a2-P).r2-f-2aî^x + a* = 0. 

Figurons les quatre sécantes BC, B^Ci, B^C^, B3C3 qui remplis- 
sent la condition du problème ; en raisonnant sur chacune d'elles 
comme sur la sécante BC, on retrouve toujours l'équation (1) ; donc 
les quatre racines a:, j;|,a:2,:r3 de cette équation seront les seg- 
ments DB, DB^, DB3, DB3, dont les deux derniers sont, comme on 
le voit, négatifs. 

Maintenant les droites BC, B,C| sont évidemment symétrique- 
ment placées par rapport à OA, et il en est de même des droites 
B3C9, B3 C3 ; on a donc 

DBi = EC, DB3 = EC3. 
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Les tBîangles semblables ÂDB, AEG, d'une part, et les triangles 
semblables ADB,, AEG,, d*autre part, nous donnent 

DB_AE PB, _ AE 
AD ""KG AD ~"EG,* 

c'est-à-dire 

xx^ = a*, x^ x^ = fl*. 

Ges relations nous montrent que Téquation (1) peut être résolue 
à la manière des équations réciproques. 
Pour abaisser le degré de Téqualion (1), on peut poser 



d'où 



»* = ^*+j* + 2fl»; 



en divisant par x' les deux membres de l'équation (1) et en rappro- 
chant les termes équidistants des extrêmes, elle devient 

en tenant compte des expressions de y et de y\ on obtient enfin 
réquation du second degré 

(2) t/« + 2aî/-./* = 0. 

y étant connu, on obtiendra x en résolvant l'équation du sec 'nd 
degré 

(3) «« — xy + a« = 0. 

Construction. — De l'équation (2) on tire 

pour construire ces deux valeurs de Tinconnue y que nous désigne- 
rons par y' et y", nous prolongeons AD d'une longueur DF = ï; 
puis du point comme centre avec OF comme rayon, nous décri- 
vons une circonférence qui rencontre xxf aux points F| et F, ; on 
aura 

DF,=-a+V fl' + t* = 1/ 

DFg= a+\/a« + P=— y'; 
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traçons enfin deux circonférences ayant respectivement pour dia- 
mètre DF| et DF^, et projetons orthogonaiemcnt en B, D|, B^, B3 



••*. 



il 



I 

I 
« 
\ 
i 




sur sfx les points où elles rencontrent la droite indéRnie AE ; les 
quatre sécantes qui répondent à laquestionsont AB^ÂBi^AB^, AB3. 
CSomme on a évidemment 

les points B^, B3 existeront toujours ; mais pour que les points 
B et B| existent, il faut et il suffît que l'on ait 

a< 2 , 
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ou bion 

/>2a\/i ou >20A. 

Donc le problème aura quatre solutions si Ton a I > 2 OA ; il en aura 
trois si Ton a i=;20A; enfin il en aura deux si Ton a I< 20A. 

Solution de Pappus. — Au point B élevons sur ABune perpen- 
diculaire qui rencontre AE au point H; Pappus prenait le point H 
pour inconnue. Ce point étant délerminé, Tintersection avec la 
droite six de la circonférence décrite sur AH comme diamètre 
fait connaître les points B, B|qui correspondent à la même racine 
deréquation(2). 

Il est aisé, en effet, de montrer que le segment AH n'est autre 
chose que l'inconnue auxiliaire y employée précédemment, car 
les triangles semblables ABH, ABD donnent la relation 

AH AB ,, . ^„ AB* , a« 

- = j^; doù AH=— =-.:.+ - = y. 

Solution de Gergonne. — En observant que les quatre sécantes 
sont deux à deux également distantes du point 0, Gergonne a été 
conduit à prendre pour inconnue la distance r du point à la 
sécante cherchée. L'inconnue r ne doit évidemment dépendre que 
d'une équation du second degré. 

La distance r a une relation très simple avec Tinconnue auxi. 
liaire y. En effet, en exprimant de deux manières différentes la 
surface du triangle GOB, on a la relation 

rI = (OD+DB)(OE + EG) = (a+aj;(a + -j; 
on en tire 

En éliminant j/ entre les équations (2) et (4), on obtient l'équa- 
tion suivante qui fait connaître Tinconnue r 

(5) r2— 2^r-a2=.0. 

Construction. — L'équation (5) a ses racines réelles et de si- 
gnes contraires ;on vérifie facilement que la racine négative prise 
en valeur absolue représente les distances du point G aux deux 
sécantes B^G^, B3G3. 



Il 
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Pour construire les valeurs absolues des racines de Inéqua- 
tion (5), prolongeons AD d*une longueur DF = l, et par le point 
O, menons sur OF une perpendiculaire qui rencontre AD au 
point 6; le triangle rectangle OGF nous donne 



DG = S'=- 



DF 







Fiff. 5. 



Le cercle décrit du point G comme centre avec GD comme rayon 



i 
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rencontre le diamèlre OG aux poinls R et R' ; les segments OR, OR' 
représentent en valeur absolue les racines de l'équation (5). On 
obtiendra les sécantes cherchées en menant du point A des tan- 
gentes aux circonférences décrites du point comme centre avec 
OR et OR' comme rayon. 

Le point A est nécessairement en dehors de la circonférence 
de cayon OR ; car on a 

OR<OG<OA. 

Le problème aura donc toujours au moins deux solutions ; pour 
qu'il en ait quatre, il faut et il suffît que le point A soit_en dehors 
de la circonférence de rayon OR', ou bien que OA =^a \2 surpasse 
la racine positive de Téquation (5), ou enfin qu on obtienne un 
résultat positif en remplaçant dans l'équation (5) l'inconnue r par 
a\/2; on retrouve ainsi la condition 

I>2aV^ 
déjà obtenue* 

Autre Bolution. — Soit GB une des sécantes cherchées ; cir- 
conscrivons une circonférence au triangle 0GB, elle rencontre la 
droite OA au point L ; si Ton peut déterminer le point L, on aura 
les points B et G en faisant passer par et L une circonférence 

ayant pour rayon ^. On obtient ainsi deux circonférences symé- 

triques l'une de l'autre par rapport à OA ; l'une donne la sécante 
BG, l'autre la sécante B1G4. 
Désignons par % le segment AL; on a la relation 

OA.AL = AB.An, 
c'est-à-dire 



a% 
dono 






\/2\ ^/ \/2 

la nouvelle inconnue z a donc encore une relation très simple 
avec l'inconnue auxiliaire y déjà employée pour résoudre l'équa- 
tion (1), 



J 
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Dans ce qui précède, nous nous sommes occupés des sécanles 
GB, C| B| situées dans Tangle yox\ considérons maintenant les 
sécantes B^ 0^, B3 C3 situées Tune dans l'angle y'oXf Taulre dans 




Fig. 6. 



rangleyox'; soit L' le point où la circonférence circonscrite au 
triangle OBj G j, par exemple, rencontre la droite OA; désignons 
par as* le segment AL', par y" la racine négative de réi^uation (2), 
on verra sans difficulté que Ton a 



i = 



y 



\/2 
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Il est aisé d'en conclure que OL' = AL. En effet, on a 

OL'.^-AL'-AO=-^- -^^ 

D un autre côté, on tire de Téquation (2) 

y + / = -2a; 
par conséquent 

0L':.^X=2 = AL. 

\/2 

Quand le point L sera connu, on obtiendra donc facilement le 
point L'. 

Remarque. — Les points L et L' peuvent être obtenus immédia- 
tement quand on connaît les points H et FF qui ont été détermi- 
nés dans la solution de Pappus. 

En effet, puisque Ton a en valeur absolue 

AH = t/' AH'n:-/, 

\/2 V2 ' 

puisqu'on outre les angles LAH, L'A H' valent 45**, il en résulte 
que les points L et L' sont respectivement les projections des 
points H et H' sur la droite OA. 

Solution de Newton. — Newton a remarqué que le point A est 
équidistant des milieux des sécantes BC, B| C^ ainsi que des mi- 
lieux des sécantes B^C^, B3C3. 

De cette remarque il résulte qu'en prenant pour inconnue la 
distance t du point A au milieu de la sécante BC, cette inconnue 
ne pourra avoir que deux valeurs différentes, de sorte que l'équa- 
tion qui la donne aura ses quatre racines égales deux à deux ou 
égales et de signes contraires, et qu'en conséquence elle sera cer- 
• tainement réductible au second degré. 

Nous allons montrer que prendre pour inconnue la distance i du 
point A au milieu u de la sécante BG revient à résoudre l'équa- 
tion (1) à l'aide d'une transformation souvent appliquée aux 
équations réciproques. 



(0^ 
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Cette transformation consiste à poser 

X — a 
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t = \ 



x-\-a' 



lorsque, dans la relation (6), on remplace x par la racine x^ 
de réqualion (1), on obtient pour t une valeur 



X 



a 

X O. — X 



a« 



X ' 



a-^-x 




A B 



Fig. 7. 

l'équation qui donne t aura donc ses racines égales deux à deux 
et de signes contraires. 
Or, on a 

I l 

•S 4 
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et les triangles semblables ABD, ACE donnent 



X 




a • 


t=- 


l 


x—a 



d*où 

^^^ — 2x+a 

Pour retrouver la transformation définie par la relation (6), il 

I 
suffit de remplacer la constante X par — - 

Remarque. — Quand on a construit la première inconnue auxi- 
liaire y^ il est facile de construire l'inconnue t; en eff^l, de la 
relation (7) on tire 



x = a 



1+' 



En substituant cette valeur de x dans Fégalitë 



on obtient l'équation 






4i/ + 2a 



* 1. 



r. *. * 

« r« 



On obtiendra donc t en construisant un carré qui soit au carré 

l 
ayant pour côté- dans le rapport dej/ — 2a ky-\-2a. 

Pour que la valeur de t soit réelle, il ftiut que le rapport -r-- 

soit positif; cela est vrai quand on remplace y par la racine 
négative y" de réquation(2); mais, pour qu'à la racine positive y' 
corresponde une valeur réelle de /, il faut et il suffit que Ton ait 

y'>2a; 
on retrouve ainsi la relation de condition déjà obtenue l > 20A. 



APPLICATION 



DE L'ALGÈBRE 



A L'ÉTUDE 



f f 



DES PROPRIETES DES FIGURES 



Nous allons maintenant nous occuper de Tapplication de TAl- 
gèbre à l'étude des propriétés des figures. 

L*6xposé des méthodes qui permettent de faire cette étude 
constitue à proprement parler la géométrie analytique telle qu'on 
l'envisage aujourd'hui. On la divise en deux parties distinctes: 

1<* Géométrie analytique à deux dimensions, dans laquelle on 
étudie les figures situées dans un môme plan. 

2* Géométrie analytique à trois dimensions, dans laquelle on 
étudie les figures situées d'une manière quelconque dans 1 espace. 



GÉOMÉTRIE PLANE 



LIVRE PREMIER 



CHAPITRE PREMIER 

DES COORDONNÉES. 

12. La première question que Descartes eut à résoudre pour 
pouvoir appliquer l'Algèbre à l'étude des propriétés des figures 
Alt de déterminer par des nombres la position d'un point sur un 
plan. 
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ËQ général y on fixe la position crun point sur un plan à Taide 
de deux courbes ; les nombres qui déterminent les deux courbes 
sont appelés les coordonnées du point. 

Il y a une infinité de systèmes de coordonnées; nous ne défini- 
rons que les plus simples et les plus fréquemment employés. 

V 

COORDONNÉES RECTIUGNES OU CARTÉSIENNES. 

Traçons dans le plan deux droites x'Xy jfy se coupant en 

un point o, et par 
un point quel- 
conque M du plan 
menons des pa- 
rallèles aux deux 
droites s!x,y'y\ 
nous formerons 
de cette façon un 
parallélogramme 
oAMB. 

Le point M sera 
connu : 

1<* Si Ton donne 
leslongueursoA, 
oBdescôtésdece 
^* ^« parallélogramme. 

8* Si l'on indique le sens dans lequel ces longueurs doivent 
éire portées à partir du point o sur les droites zlx^ y' y. 

Pour fixer ce sens, on convient d'affecter la longueur o A du 
signe 4~> P^^ exemple, si elle doit être portée sur ox, et du 
signe — si elle doit être portée sur ox!. 

De même, on convient d*affecter la longueur oB du signe -f-si 
elle doit être portée sur oy, et du signe — si elle doit être portée 
sur oy\ 

La longueur oA, affecté» d*un signe convenable, est appelée 
Vabscisse du point M ; nous la désignerons généralement par la 
lettre x, 

La longueur oB, affectée d'un signe convenable, est appelée 
l'ùJ'donnée du point M ; nous la désignerons généralement par la 
lettre y. 




K 



/ 



DES COORDONNÉES 31 

Les deux quantités « et y sont dites les coordonnées rectilignes 
du point M. 

Les deux droites fixes x'x, y'y sont les axes de coordonnées; 
x'x est Taxe des x ou des abscisses, y'y est Taxe des y où des 
ordonnées ; enfin le point o, intersection des deux axes de coordon- 
nées est appelé l'origine des coordonnées. 

Figurons quatre points M, M^, Mg, M3 situés respectivement 
dans Tun des quatre angles formés par les axes des coordonnées; 
on voit facilement que : 

Pour le point M, les deux coordonnées sont positives ; 

Pour le point Mj, Tabscisse est négative et Tordonnée positive ; 

Pour le point Mj, l'abscisse est négative et l'ordonnée négative ; 

Pour le point Mg, l'abscisse est positive et l'ordonnée négative. 

On voit aussi facilement que tous les points de l'axe des x 
ont une ordonnée nulie^ et que tous les points de l'axe des y ont 
une abscisse nulle. 

Ajoutons enfin que les deux coordonnées de Toriçine sont 
nulles. 

Remarque. — Nous désigneVons par l'angle moindre que 
180* formé par les demi-axes des coordonnées positives ; quand 
Tangle est droit, on dit que les coordonnées sont rectangulaires, 
quand l'angle 6 n'est pas droit, on dit que les coordonnées sont 
obliques. 

COORDONNÉES POLAIRES. 

13. Soient un point fixe appelé pôle, OX une demi-droite fixe 
appelée axe polaire ; la position d'un point M du plan sera connue 
si Ton donne la distance OM et ^ 

Tangle MOX que fait OM avec 
OX. 

Nous désignerons par p la 
distance OM qui est appelée le 
rayon vecteur du point M, et par 
ta l'angle MOX qui est appelé 
rangle polaire du point M. '^" ' 

On obtient évidemment tous les points du plan en faisant va- 
rier p de à + 00 , et CD de f> à 2:t. Nous verrons plus tard qu'il y 
a avantage à faire varier p et w depuis — 00 jusqu'à + 00 , en adop- 
tant les conventions suivantes : 

1^ Quand l'angle o> sera positif, on le décrira en tournant h 
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partir de OX dans le sens do la flèche ; quand cet angle sera né- 
gatif, on le décrira en tournant en sens contraire à partir de OX. 
2® Quand le rayon vecteur sera positif, on le portera sur la di- 
rection définie par l'angle co ; quand ce rayon vecteur sera néga- 
tif, on le portera sur le prolongement de la direction définie par 
Tangle oi. 

COORDONNÉES BI-POUilRBS. 

14. Soient F et P deux points fixes; la position d'un point M 

pourra être définie en donnant les 
distances u et v du point M- aux 
deux points fixes. 

Dans ce système, le point M est 
déterminé par l'intersection de 
^' deux circonférences décrites des 
points F et F' comme centres avec 
u et V pour rayon. 

Ces deux circonférences se coupent généralement en deux 
points M et M'. 




Fig. 10. 



COORDONIVÉES CURVILieNES QUELCONQUES. 

15. Soient A une courbe qui est connue quand on donne un 
paramètre a ; B une courbe également connue quand on donne 

un paramètre b. Donnons 
au paramètre a des va- 
leurs ai, Oj, as, . . . , et au 
paramètre b des valeurs 
correspondantes b^y b^^ 
63, . . . ; nous obtiendrons 
des couples de courbes 
(A4,B,),(A„B,),(A8,B3); 
les courbes de chaque 
couple, en se coupant, 
détermineront des points 
M|, Mj, M3. • • . 
Fig. 11. L'ensemble des deux 

courbes (A B) constitue un système de coordonnées, et les deux 
paramètres variables a, b sont appelés les coordonnées curvi- 
lignes du point M. 
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Dans le système des coordonnées cartésiennes, les courbes A 
et B sont des droites, les unes parallèles à Taxe ox, les autres 
parallèles à Taxe oy. 

Dans le système des coordonnées polaires, les courbes Â sont 
des demi-droites passant par le pôle 0, et les courbes B des cer- 
cles ayant pour centre le point 0. 

Dans le système des coordonnées bi-polaires, les courbes A 
et B sont des cercles ayant pour centre les uns le point F, les 
autres le point F. 



BEPRÉSENTATIOIV DES LIGNES PL4NES. 

18k. Théorèmo. — Une ligne plane est représentée par une équa- 
tion entre les coordonnées d'un quelconque de ses points. 

Soit C une courbe plane quelconque ; traçons dans son plan 
deux axes de coordonnées ox, oy; prenons sur ox une abscisse 
quelconque o A = a;, et menons par le point A une parallèle à oy : 
cette parallèle rencontrera la courbe G en un ou plusieurs points 
tels que M. Il résulte de là que, quand on connaît l'abscisse x 
d'un point M de la courbe G, son ordonnée y est déterminée; en 
d'autres termes, cette ordonnée y est une fonction de Tabscisso x 
considérée comme variable indépendante. 

Quand la courbe G sera définie par une propriété géométrique 
convenant à chacun de ses points, 
la forme de la relation qui lie. les 
coordonnées d'un point de la courbe 
ne changera pas, le point se dépla- 
çant sur la courbe. Il existera donc* 
entre les coordonnées d'un point quel- 
conque de la courbe G une relation 

de forme invariable. Cette relation / Fig. «. 

est appelée l'équation de la courbe G. 

Ainsi l'équation d'une courbe est la relation de forme constante 
qui lie les coordonnées de l'un quelconque de ses points. 

Réciproquement, toute équation 

(1) f(x,y)^0 

entre les coordonnées a; et y représente en général une courbe. 

3 
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Lorsqu'on se donne l'abscisse Xy Téquation (1) donne pour y 
ditïérentes valeurs que nous définirons par les équations 

(2) y=?i(^) »=.?a(^) y=9z{x) .... 

Considérons en particulier Téquation 

et donnons à Tabscisse x les valeurs a|, a,, «3, ... ; il en résultera 

pour l'ordonnée y des valeurs correspondantes p|, p,, fj, 

^ Les points A|, A^, A3, . . . ayant 

respectivement pour coordonnées 

(«ii?i)» («4»P«)i («3»Ps)» --M forme- 
ront une ligne polygonale. Mais si 
Fabscisse x varie d'une manière 
continue, l'ordonnée y variera en 
génét^àl d'une manière continue et 

9L — jt? les côtés de la ligne polygonale 

Fiff* ^' deviendront moindres que toute 

quantité donnée : cette ligne polygonale sera donc remplacée 
par une courbe G|. 

A chacune des équations (2) correspondra une courbe ; l'en- 
semble des courbes Ci^Gj^Cs,. . . formera une courbe G qui est 
dite représentée par l'équation (1). 

Remarqaes. — 1® Il peut arriver que l'équation (1) ne repré- 
sente que des points isolés. 
Par exemple, Téquation 

[?(^,»)?+[+(«,y)J*=o. 

ne peut être satisfaite que si Ton pose à la fois 

elle représente donc les points d'intersection des courbes ayant 
pour équations 

f{x,y)=0 ^(x,y) = 0, 

2^ Il peut arriver que l'équation (i) ne représente pas une courbe 
réelle. Gela a lieu, par exemple, pour l'équation 

[?(«.ï)]*+['K^,»)P+û«=o, 

dans laquelle a est une constante réelle. 
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Remarque. — Tout ce qui vient d'èlre dit des coordonnées reo- 
tilîgnes s'applique aux coordonnées curvilignes quelconques. 

Soient a> b les coordonnées curvilignes d'un point M ; toute 
courbe $era représentée par une équation de la fornne • 

f{a,b) = 0, 

et, i^éciproquement, toute équation do cotte forme représentera 
une courbe. 



CHAPITRE II 

TRANSFORMATIOIlli DES COORDONNÉBS. 

17. Soit 

nx,y)=0 

l'équation d'une courbe rapportée à deux axes ox, oy ; il est 
souvent avantageux de rapporter cette courbe à d'autres axes 
o'x>, cljf^ pour lesquels, quand ils sont convenablement choisis, 
l'équation de la courbe peut prendre une forme plus simple. 

Le problème sera résolu si Ton sait exprimer les coordonnées 
anciennes Xy y d*un point quelconque M du plan en fonction des 
coordonnées nouvelles x\ t/' du même point. 

Pour établir les formules de la transformation des coordonnées, 
nous démontrerons d'abora un théorème important, connu sous 
le nom de théorème des projections. 

THÉORÈMB DES PROJECTIONS. 

18. Définition. -— Quand le segment de droite compris entre 
deux points a, b sera représenté par ab, nous dirons que le point 
a est son origine. S'il est représenté par fra, le point b sera 
regardé comme étant son origine. 

Signe des segments sittiés sur une même droite. — Considérons 
sur une même droite plusieurs segments; pour indiquer leur di- 
rection, nous regarderons comme positifs tous ceux qui seront 
dirigés dans un même sens, xfx par exemple, à partir de leur ori- 

fT' l 

cP^ H- , 



Fïg, 11. 

gîne, et comme négatifs tous ceux qui seront dirigés en sens con- 
traire. 

D*aprôs cela, le segment ab sera positif et le segment ba 
négatif. 
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On aulra donc 

afc + fra = 0. 

Lemme. — Étant pris trois points quelconques a, 0, c sur une 
mêtne droite^ la somme des trois segments consécutifs ab, bc^ ca est 
toujours nulle - 

■ 

Il s*agit d'établir la relation 
(i) a* + fcc + ca = 0. 

Les trois points, quant à leur ordre respectif, ne donnent lieu 
en réalité qu'aux trois cas différents indiqués sur les figures 1, 
2 et 3 [fig. 15.) 

Dans le cas de la figure 1, on a, en ^' l ^ 
ne considérant que les valeurs absolues 
des segments, 2 "' ^ 1. 

afr4-frc = ac, cal 

3 * 



mais ac=^ — ca\ donc tig. la. 

flft + te + ca = 0. 

Dans le cas de la figure 2, on a 

ac-\-cb = ab\ 

mais 

ac=^--ca cb==z-~bci 
donc encore 

flfc + ^c + ca=0. 

Dans le cas de la figure 3, on a 

ca-\-ab = cb\ 
mais 

c& = -— frc; 
donc on atoiyours 

ab-{'bc-\-ca = 0. 

Généralisation. — Quel que soit Tordre respectif des n points 
djbf e,.. -j f,g, h situés sur une même droite, on a toujours la 
relation 

(2) ab + bc + cd+ . .. -\-gh + ha = 0. 

Nous allons prouver que si la proposition est vraie pour n — 1 
points, elle sera vraie pour n points. 
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Supposons, en efTet, que l'oo ait pour n — 1 points a,b,e,'. . .,g 
la relalion 

ab^bc + ed-i-...+fg+ga=0. " 
D'aprôsle lemme précédent, on a entre les IroÎE points a, 17, Ma 
relation 

ag-\-gh + ha = Q. 

Ajoutons membre à membre les deux égalités précédentes en 
observant que ag -\- ga= Q; on a 

ab-\-be-\-... -\-gh'^ka = 0. 
La proposition, ayant été vérifiée pour trois points, sera donc 
vraie pour quatre, puis pour cinq, etc. ; elle est donc générale. 

19. Définition. — Considérons un axe fixe ^x, un plan P non 
parallèle à l'axe et un segment de droite AB : la droite AB etl'axe 
x'z ne sont pas nécessairement situés dans un même plan. 

Par les points A, B menons des plans parallèles au plan P, ils 
couperont l'axe x'x en des points a, b. On dit que les points a,b 
sont les projections des points A, B sur l'axe x'x, parallèlement 
BU pion P : le segment ab est dit la projection du segment AB. 
Quand le plan P est perpendiculaire à l'axe de projection x'x, 
on dit que la projection est orthogonale ; dans le cas contraire, on 
dit que la projection est oblique. 

Signe de la projection. — Pour les applications, il est avanta- 
geux de donnei' un signe aux projections ; on détermine ce signe 
de la manière suivanle : 
Imaginons qu'un mobile parcourt le segment AB en allant de 
A versB, par exemple, 
la projection de ce mo- 
bile sur l'axe ira du 
point a au point b. Si 
le segment ofr est psr^ 
couru dans le sens x'x, 
f. par exemple, on consi- 
dérera la projection do 
AB comme positive. 
Si ce segment ab est 
parcouru en sens con- 
FiK. le. traire, la projection 

sera considérée comme négative. 
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La projection change évidemment de signe quand le segment, 
au lieu d'être parcouru de A vers B, est parcouru de B vers A. 

Nous indiquerons le. sens dans lequel est parcouru un segmon/ 
par Tordre des lettres en plaçant la première, la lettre qui cor- 
respond au point de départ du mobile. D*après cela, on a 

proj. AB = — proj. BA. 

20. Théorème fondamental des projections. — La somme 
algébrique des proj ectiotis des côtés d'ujie ligne polygonale fermée^ 
plane ou gauche sur un axe quelcotiqu£f est égale à zéro. 

Nous supposons ici 
qu!un mobile parti du 
point A parcourt les 
côtés du polygone 
dans le sens de la 
flèche. 

Soient ABC.FG 
les sommets du po- 
lygone et ab c. fg 
leurs projections sur 
Taxe. On a la relation 




TCC 



(8) ab + bc+..,+fg+ga=0\ 

or ab, te,... représentent en grandeur et en signe les projections 
des côtés du polygone sur l'axe x'x\ le théorème fondamental des 
projections est donc démontré. 

Définition. — Soit une ligne polygonale non fermée ABC... 
F G parcourue dans le sens de la flèche par un mobile parti du 
point A; la ligne AG qui joint le point de départ A au point d'ar- 
rivée G est appelée la résultante de la ligne polygonale, et les 
côtés AB, BC, CD,... en sont les composantes. 

De la relation (3) on tire 

ab-\-bc + ...+fg=zag, 

ce qui démontre le théorcmo suivant : 

Théorème. — La somme algébrique des projectiom des compo- 
santes d'une ligne polygonale est égale à la piojection de la résul- 
tante. 

Corollaire. — Si deux lignes polygonales de forme quelconque 




40 LlVnB I. — CHAPITRE II 

wtit terminées aux mêmes extrémités A, G, leurs projections sur 
un axe quelconque sont égales. 

En eJTet, la somme des projections des côtés de chaque ligne 
polygonale est égale à la projection de la résulianle commuiio AG. 

21. Nous allons maintenant donner a l'énoncé du théorème des 
projections une Tonne algébrique dont nous Terons un fréquent 



Segment directear. — Considérons un segment AB auquel 

nous mènerons par un point o une parallèle 

t/oy- Nous supposons que, par convention, la 

segment AB soit regardé comme positif quand 

il a le sens oy et comme négatif quand ii a le 

sens oy' prolongemejit de oy. 

Prenons à partir du point o sur la demi- 

^ . droite oy un point D tel que oD soit égal à 

Fig. 18. Vunitéde longueur, le segmentoD eslappelé le 

segment directeur da segment. AB et le point son point directeur. 

Théorème. — La projection sur un axe x'x du segment AB 
susceptible rfun signe est égale à la valeur algébrique U de ce seg- 
ment multipliée par la projecVon u sur le même axe, du segment 
directeur eorrexpondant. 

Soient a,b,d les projections sur l'axe x'x des points A,B<D 
parallèlement à un plan P non parallèle â cet axe, et C le poiul 
où la parallèle AC à l'axe ^x rencontre 
le plan projetant le points. Il s'agit d'é- 
tablir la relation 

(4) proj. AB = U«. 

j . Les triangles semblables ABC, oDd 

donnent 

ab AB ,, , . ^„ , 
— , = — ^; d'où ab = AB.od, 

Fig. m. od ou 

la relation (4) est donc vraie quand on y remplace les quantités 
proj. AB, U, «par leurs valeurs o^soiHfs. Rosteâ montrer qu'elle 
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subsiste encore quand on remplace les mêmes quantités par leurs 
valeurs algébriques. 

Pour le voir, il suffît de remarquer que si les segments AB, oD 
sont de mêtne sens, proj. AB a le signe de u et aussi celui de Uu, 
puisque U est positif, et que, si les mêmes segments sont de sens 
contraires, proj. AB a un signe contraire à celui de u et, par suite, 
le signe de Uu, puisque U est négatif. 

Ce théorème étant établi, considérons un polygone fermé 
ABC... GA parcouru par un mobile dans le sens ABC...; 
appelons U^jU^,. . ., U„ les valeurs algébriqties de ses côtés et 
ttpUj, . .-jU, les projections sur un axe xfx de leurs segments 
directeurs, le théorème fondamental des projections nous donnera 
la relation 

(5) U,tt, + U,«,-f ...+U,tt, = 0. 

PLAN ORIENTÉ. — ANGLE DE DEUX DIRECTIONS. 

22. Définition. — Soient un plan P et une demi-droite tournant 
dans ce plan autour d'un point o; nous dirons ^ avec M. Darboux, 
que le plan P est orienté si Von a choisi, dans ce plan, un sens pour 
les rotations positives et un sens pour les rotations négatives. 

Supposons, par exemple, que le plan P soit horizontal, et ima- 
ginons un observateur debout sur ce plan, les pieds au poiat o. 
Quand la demi-droite oB passe devant lui, elle va de sa droite 
vers sa gauche ou de sa gauche vers sa droite. Si nous convenons 
de regarder le premier sens de rotation comme celui des rotations 
positives et le deuxième comme celui des rotations négativeSy le 
plan P sera orienté. 

Soit encore un plan P rapporté à un système d'axes de coor- 
données oj;, oy'y ce plan pourra être orienté. 

Nous choisirons pour le sens des rotations positives celui dans 
lequel il faut faire tourner le demi-axe oo; des abscisses positives 
pour le faire coïncider avec le demi-axe oy des ordonnées positives, 
en lui faisant décrire un angle moindre que ir. 

23. Angle de deux directions. — Soient oA,oB deux demi- 
droites situées dans un plan orienté; on appelle angle de la demi- 
droite oA avec la demi-droite oB celui dont il faut faire tourner 
\ pour amener cette demi-droite à coïncider avec oBÎ. 

Cet angle est affecté du signe -\- ou du signe —y suivant que la 
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demi-droite oKa tourné dam le seiis positif ou dans le sens négatif. 

Nous représenterons par le symbole (A, B) l'angle de la demi* 
droite oA avec la demi-droite oB. L'angle (A, B) admet une 
inflnité de déterminations. 

En effet, soit a l'angle positif moindre que âir que forme la 
direction a A avec la direction oB. Amenons oA à coïncider une 
première fois avec oB, nous aurons 

(A,B) = a ou (A,B)=— 27c + a, 

suivant que la demi-droite oA aura tourné dans le sens posilîfou 
dans le sens négatif. Maintenant, après cette première coïncidence 
de A avec oB, on peut en amener une infinité d'autres en con- 
tinuant la rotation soit dans le sens positif soit dans le sens 
négatif. L'angle dont o A tourne alors, à partir de aB, aura pour 
expression in-K, le nombre n étant positif ou négatif; on a donc 
généralement 

(A,B) = 2nic + a. 

Remarque. — Étant données doux directions oA, oB dans un 
plan orienté, toutes les lignes trigonométriques de l'angle (A, B) 
sont déterminées. 

En effet 9 la relation précédente montre que ces lignes sont 
égales à celles de l'angle a. 

Théorème. -^ Étant données trois directions oA^oB,o G dans 
un plan orienté, on a la relation 

(A,B) + (B,C) + (C,A) = 2n7r, 

le nombre entier n pouvant être positif, nul on négatif. 
Soient en effet a, b, c les points où les trois directions ren- 
contrent la circonférence du cercle décrit du 
point /) comme centre avec un rayon égal 
à l'unité de longueur. 

Prenons sur une droite, à partir du 

point ap dans un même sens, des longueurs 

a|fr|, ai é^i < gales aux arcs ab, ac moindres 

que 277 et comptés à partir du point a, dans 

"S 4i le sens des rotations positives; nous aurons 

Fif. «0. la relation 

a^h + biCi + c^a^=0. 
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t 

Maintenant on a 

(A,B) = 2U + a|fr,. {B,Ù) = 2Ï7:+b^c^ {G,A)z==U" iz + c^a^ 

et par suite 

(A, B) + (B, C) + (C, A) = 2m:. 

24. Considérons maintenant deux directions oA, oB situées 
dans un plan P non orienté, leur angle sera celui que décrit Tune 
quelconque des demi-droites oA, oB, à partir de sa position pri- 
mitivOy pour venir coïncider avec Tautre. 

Cet angle admet encore une infinité de déterminations, on les 
obtiendra toutes en orientant le plan P d'abord d'une façon puis 
de Tautre. En désignant par a Tune quelconque de ces détermi- 
nations, elles seront toutes comprises dans la forinule 

2nit+.a, 

où n désigne un nombre entier positif, nul ou négatif. 

Si A et B sont deux points choisis à volonté sur les demi-droi(eb 
oA, oB, on pourra prendre pour Tangle a qui entre dans Tex- 
pression précédente, l'angle opposé au côté AB dans le triangle 
AoB. 

Quand le plan P n'est pas orienté, il n'y a pas lieu de distinguer 
l'angle que fait la direction oA avec oB de celui que fait la direc- 
tion oB avec oA. 

Remarque. -— Étant données deux directions oA, oB dans un 
plan non orienté, le cosinus de leur angle est complètement déter- 
miné; son sinus^ sa tangente et sa cotanyente sont déterminés au 
signe près. 

Projections orthogonales. 

25. Quand les projections sont orthogonales, la projection dii 
segment directeur oD d'un segment AB est égale au cosinus de 
l'angle que fait la direction des projections positives avec la direc- 
tion positive oy relative au segment AB. 

Cette proposition est une conséquence évidente des remarques 
faites aux paragraphes 23 et 2i. On a donc le théorème suivant : 

Théorème. — La projection orthogonale (Pun segment AB sur 
un axex'x.est égale à la valeur algébrique du segment muUipUée 
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Mr le cosbius de V angle que fait la direction des projections posi- 
tives avec la direction positive relative au segment. 

Si l'on représente par oD^, oDj, . . ., oD^ les segmenis direc- 
teurs relatifs aux côtés AB, BG,..., GA d'un polygone fermé, 
le théorème des projections donne la relation 

U, cos (oDp a:'a;) + . • • + U^ cos (oD^, a:'a;) = 0. 




APPLICATION D€ THEOREHE DES PBOJECTIO.^S 
A LA TRANSFORHATION des COORDO.lilVÉES. 

1** Changement dIorigine. 

20. Supposons que Ton transporte les axes primitifs ox, oy 

dans la position o' s!yO'y'\ après ce 
transport, les axes des abscisses 
' positives ox^dod seront dirigés 
dans le même sens ainsi que les 
deux axes des ordonnées positives. 
La position des nouveaux axes 
^ o'odyO'y' sera déterminée par les 
coordonnées Xo.yo de la nouvelle 
origine o' relativement aux axes 
F»ï« il- primitifs. 

Prenons dans le plan un point quelconque M dont nous dési- 
gnerons les coordonnées anciennes par Xy y^ et les coordonnées 
nouvelles par x\y'. Joignons le point M aux points o, o\ 
Le théorème des projections nous donne Téiualion 

proj. oM = proj. oo' + proj. o'M. 

En projetant successivement sur ox parallèlement à oy, puis 
sur oy parallèlement à ox^ Téquation précédente nous donnera 
les deux relations 

(6) x=xo+x^ y=yo+y'' 

Ces formules résolvent le problètne proposé. 

2^ Changement de la nmECTiON des axes. 

27.' Définition. — Soient ox, oy deux axes de coordonnées et 
M on point quelcqpque du plan ; menons par le point M une parai- 
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X 



lèle MA à Taxe des j/, terminée à Taxe des x\ la ligne brisée 
oAM est appelée le^on/our des coordonnées du point M. 

CSela poséy soient ox, oy les axes primilifs des Coordonnées 
positives, et supposons qu'on prenne 
les demi-droites ox\o!/ pour les nou- 
veaux axes des coordonnées positives. 
Nous définirons la position des nou- 
veaux axes en donnant les coorcilonnées 
(tt, »), (m', v') de leurs points direc- 
teurs D,D'. 

Désignons par x, y les coordonnées anciennes et par af , y' les 
coordonnées nouvelles d*un point 
quelconque M du plan. Construi,- 
sons les contours oAM, oA'M des 
coordonnées anciennes et nou- 
velles, puis projetons successive- 
ment ces deux contours sur ox 
parallèlement à oy et sur oy paral- 
lèlement à ox ; nous aurons les deux 
relations 



TV 



(7) 



x = ux! '\-Uj/ 

y = vsf + v'y^ 




Fig. 23. 



qui résolvent le problème proposé. 



Transformation générale. — En combinant les formules (G) 

et (7), on obtient, pour le cas où Ton y' 

change à la fois l'origine et la direction des 

axes, les formules ff 

\ •/ ■ ^Jî' 

a; = iCo + w^' + ttV 

y=î/o + v^+vy-- 

On voit que les formules de la transfor- 
mation des coordonnées sont du premier F'?- **• 
degré par rapport à oî' et à y'. 

28. Il est souvent avantageux d'introduire dans les formules (7) 
les angles {ox,ox') = a, (ox, oy') = p. Soient D («, v) le point 
directeur du nouvel axe ooif des abscisses positives, et oH une 
direction quelconque telle que {ox^ oH) = a>. 
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Projetons orthogondlement sur oH le contour odD des coor- 
données du point D, la direction des pro- 
jections positives étant o H» nous aurons 
la relation 




(8) ltC0Sw-j-VC0s(ci) — d) = COS(ù) — o) 

En effet, un théorème démontré au para- 
graphe 23 donne 

(oj/,oH) + (oH,o«)4-(oi:, oyj = 2nic ou (oy,oH) = 2nic + w — 6 
(oD,oH)-f-(oH,ox) + (o«,oD) = 2n'ii ou (oD,oH)=2n'ic-fco— a. 

En remplaçant dans l'égalité (8) l'arbitraire a> successivement 

par -|- 5 et par - on en tire 



U = 



sin (6 — a) 



sinO 



v = 



smoe 
sinO 



On trouverait de même 



, sm(6 — 8) , smQ 

tt'= — \ ^ v = -7--. 

sinO smO 



Les formules (7) deviennent donc . 

ixf sin(d — a) + y' sin (6 

sin6 

aj'sintt + y'sinp 



-P) 



y= 



sinO 



Cas particulier. — Les deux systèmes d'axes sont rectangu- 
^,^ y^ laires. Nous supposons que, pour ob- 

^' tenir lesnouveaux axes ox^^oj/t on a 
^ ^ fait tourner les anciens d'un angle a. 

-. ^ On a alors 



p = 2nic + a + ^ 




2 

et les formules précédentes deviennent 

X = îr'cosa — y'sina 
y = a:'sina + y'cosa 
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29. Soient ox, oy. deux axes de coordonnées reclangulaires ; 
prenons pour pôle Torigine et pour axe polaire l^axe des x 
positifs. 




Appelons (p, w) les coordonnées polaires du point M, et cons- 
truisons le contour oÂM do ses coordonnées rectilignes {x^ y). 

Projetons orthogonalement sur ox, puis sur oy les deux 
chemins oAM et oM; quel que soit le signe du rayon vecteur p, 
le théorème des projections nous donnera 

x = ^ cos(oa;, oD) = pcos<i) 
y = p cos(oy,oD) = p cos[(oa:,oy) — (ofljjOD)] 



= p cos I - — ta I = p Sino), 



en représentant par oD la direction qui correspond à l'angle 
polaire oy. 
Les formules 

j; = pcosa> y = p8in(o 

permettront, dans les conditions oii nous nous sommes placés, 
de passer des coordonnées rectilignes aux coordonnées polaires. 
De ces formules on tire 

P=j:\/x* + î/* cos(d = - 8inu) = - tang<«) = -- 

p p a; 

Ces nouvelles formules permettront de passer des coordonnées 
polaires aux coordonnées rectilignes rectangulaires, en prenant 
pour origine le pôle^ pour axe des x Taxe polaire. 
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DISTANCE DE DEUX POim^S. 

30. Nous nous proposons de trouver, l'expression de la distance 
de deux points en fonclion des coordonnées de ces deux points. 

Supposons d'abord que l'un des 
points donnés B coïncide avec l'ori- 
gine des coordonnées, et soient (x^y) 
les coordonnées de l'autre point A. 
Posons oA = I, et appelons a, p les 
angles que les directions ojc, oy des 
coordonnées positives font avec la 
direction oA. Projetons maintenant 
orthogonalement sur ox, oy et oA le 
contour des coordonnées oCA et le 
segment A, nous aurons les relations 

x + ycos6 = tcosa 
(9) \ xcose + y = lcosp. 

xcos<X'\-ycosp=lf 

entre lesquelles il faut éliminer cosa et cosp. Pour cela, il suffit 
d'ajouter les deux premières, après les avoir respectivement 
multipliées par x et par y ; en tenant compte de la troisième 
équation, on obtient la formule 

I« = X* + y' + 2 xy cos ô , 

qui fait connaître la distance du point A à l'origine. 

Cherchons maintenant la distance de deux points A {x, y),B{xf^i/) 
situés d'une manière quelconque dans le plan. 
Pour ramener ce cas au précédent, transportons l'origine au 

tfj point B, et soient alors (x,.|/i) 

Jl "^J les coordonnées du point A : 

la formule précédente donne 

•-i I«=xi« + j/i« + 2a;iyicos0; 




■j? 



Fig. 29. 

x=x'+x^ y=tf'+tfi; 



mais les formules relatives 
au changement d'origine don- 
nent 
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d'où 

par suite, on a 

Cas particulier. — Si les coordonnées sont rectangulaires, les 
formules précédentes deviennent 

j« = x» + y« 
It = (a; - X') « + (y - t/)K 

mXLJLTUKi BNTRB USS ANGLES QUE FONT LES AXES DES 
COORDONNÉES POSITIVES AVEC UNE DIRECTION DONNÉE. 

31. Les relations (3) trouvées précédemment sont homogènes 
et linéaires par rapport aux -quantités x, y, I ; d'ailleurs, comme 
le point A ne coïncide pas av«c Torigine, on n'a pas à la fois 
l = x=:y = 0; donc le déterminnnt des quantités Xy y, l est nul, 
et Ton a 

1 cosO cosa 
cosO 1 cosp —0, 
cosa cosp 1 
c'est-â-dire 

sin*0 = ces* a -f- ces* p — 2 cos a cos 8 cos 0. 

Telle est la relation qui lie les angles dt, p^ que les directions 
. positives des axes de coordonnées font avec une direction oA. 

CLASSIFICATION DES COURBES. 

On divise les courbes rapportées à des coordonnées rectilignes 
en courbes algébriques et en courbes transcendantes, suivant 
que leur équation est algébrique ou transcendante. 

Une équation est dite algébrique quand elle ne renferme que 
les signes des opérations suivantes : 

ADDITION y SOUSTRACTION, MULTIPLICATION, DIVISION. — ELEVATION 
AUX PUISSANCES. — EXTRACTION DE RACINES. 

Elle est transcendante quand elle renferme d'autres symboles, 
tels que sin, cos, etc. 

4 
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Quand l'équalion d'une courbe est algébritiue, on peut toujours, 
en faisant disparaître les radicaux et les dénominateurs, la 
mettre sous forme entière. 

Gela posé, on classe les courbe^ algébriques d'après le degi é 
de leur équation mise sous forme entière. Si cette équation est 
du degré m, on dit que la courbe est d'ordre w. 

Pour légitimer cette classification, il faut montrer que le degré 
d'une équation mise sous forme entière ne peut pas être altéré 
par la transformation des coordonnées. 

D'abord cette transformation ne peut pas élever le degré de 
l'équation, puisque les formules de la transformation des coor- 
données sont du premier degré par rapport aux coordonnées 
nouvelles sl^ y'. 

En second lieu, le degré ne peut pas être abaissé, car, s'il en 
était ainsi, en revenant des nouveaux axes aux anciens, le degré 
de la nouvelle équation devrait s'élever, ce qui est impossible. 

32. Théorème. — Une courbe algébrique i ordre m est rencontrée 
par une droite au plus en m points . 

Prenons la droite pour axe des x^ et soit 

f{x,y) = 

l'équation de la courbe. 

Pour avoir les abscisses des points où la courbe rencontre 
Taxe des x, nous devons faire y = dans son équation, ce qui 
donne Téquation 

f{x,0) = 0, 

qui a au plus m racines, c-ar elle- est au plus du degré m. 
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CHAPITRE PREMIER 

LIGNE DBOITE. 

33. L'équation générale du premier degré entre deux varia- 
hles X et y est de la forme : 

(i) Ax+By + G = Q. 

La courbe représentée par cette équation ne pouvant être coupée 
par une droite en plus d'un point est elle-même une ligne droite. 

Nous allons démontrer directement que Téquation (d) repré- 
sente nue droite. 

Remarquons d'abord qu'on ne peut pas avoir à la fois A^ B = o/ 
car alors on devrait avoir G = 0, et Téquation (1) se réduirait à 
une identité; mais il peut arriver que l'un des coefficients des^ 
variablëQ x ouy soit nul. 

i* Supposons B = 0. — L'équation (1) devient 

on en tire 

G 

x= =fl; 

A ' 

l'équation (1) représente donc le lieu des points dont l'abscisse 
est constante, c'est-à-dire une 
droite AA' parallèle à l'axe des x^ 
Tabscisse du point A étant a. 

2* Supposons en second lieu 

A = 0. — L'équation (1) devient 



.r 



on en tire 

C . 

PIg. 30. 

l'équation (i) représente donc le lieu des points dont l'ordonnée 
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est constante, c'est-à-dire une droite BB' parallèle à l'axe des y, 
l'ordonnée du point B étant b, 

3° Supposons enfin que le coerftcient B ne soit pas nul, on 
pourra alors résoudre Téquation (1 ) par rapport à y, ce qui donne 



ou 

(2) 

en posant 



»=-B*-B' 



y z= ax-]-b 



B "' 






Pour construire la courbe représentée par Téqualion (2), nous 
eupposerons d'abord *=0, ce qui donne Téquation 

(3) y=ax. 

Cette équation étant satisfaite pour x — y=0, la courbe 
qu'elle représente passe par Torigine. 
Nous distinguerons deux cas : 

l°a>0. — L'équation (3) nous montre que les coordonnées 
X et y sont de môme signe ; par suite, la courbe représentée par 
cette équation est tout entière da^is les angles yox, i/ox'. 
Prenons dans l'angle yoXj par exemple, un point déterminé A 

de la courbe, et soient 
M et M' deux points va- 
riables de cette courbe si- 
tuésl'un dans l'angle yox, 
l'autre dans l'angle y'oo;' ; 
construisons les contours 
des coordonnées des trois 
points A, M, M' . 

En écrivantque les coor- 
données de ces points sa- 
tisfont à l'équation (3), ou, 
ce qui est la même cliose, 

à l'équation a=-, nous 

X 

obtenons les relations 
— M'P' 




rifSi. 



AB 



oB 



MP 
«P 



d*où l'on lire 
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AB_MP_M^P 
ÔB^oP"" oP* 
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Cette dernière relation nous montre que les triangles MoP, 
M'oP sont semblables au triangle oAB; par suite, les angles 
MoXy M'osf sont égaux à l'angle Âox, et les points variables 
M, M' sont situés sur la droite oA qui passe par Torigine. 

2* a <0. — L'équation 
(8) nous montre que les 
coordonnées x et y sont 
de signes contraires; par 
suite, la courbe représen- 
tée par cette équation 
est tout entière dans les 
angles afoy^ xo}/. 

En raisonnant comme 
dans le cas précédent, on 
aura les relations 




jff 



Y\%. 32. 



a = 



— AB 



MP M'P 



d'où Ton lire 



oB 


~ oP 




-oP 


AB 


MP 


MF 




oB 


oP 


oP 





n 



Ces nouvelles relations montrent encore que les points varia- 
bles M et M' sont situés sur la droite oA, qui passe par Torigine. 

En résumé, Téquation y = ax représente, dans tous les cas^ une 
droite passant par l'origine. 

Reprenons maintenant ré(|uation 



(2) 

et posons 

il en résultera 
(4) 



y = ax + b, 



yi = ax; 



!/=»!+*• 



Nous venons de voir que l'équation y^^ = ax représente une 
droite A passant par l'origine; d'un autre côté, la relation (4) 
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nous montre qu'on obtiendra les poinls de la courbe représentée 
par réquation (2), en ajoutant la même quantité b aux ordonnées 
de tous les points de la droite o A ; les points ainsi obtenus sont 
évidemment sur une droite D parallèle à la droite oA. 
De ce qui précède résulte le théorème suivant: 

34. Théorème. — Toute équation du premier degré entre Ub 
deux variables xety représente une ligne droite. 

Réciproquement, toute ligne droite est représentée par une équa- 
tion du premier degré. 

De l'origine, abaissoDS une perpendiculaire oD sur la droite 

donnée ; désignons par p la ion- 
\ y, gueur oD et par a, p les angles 

que font les directions ox, oy des 
coordonnées, positives avec la 
direction oD. 
Prenons sur la droite un point 
se quelconque M, construisons le 
contour de ses coordonnées, e( 
projetonsorthogonalement sur oD 
les deux chemins oAMD et oD; 
la projection de MD étant nulle, 
'• nous aurons la relation 

xcos{0Xf oD) + î/cos(oy, oD) = p, 

c*cst-à-dire la relation 

(5) xcosa-|-cosp = p. 

Cette relation a lieu entre les coordonnées d'un point quel- 
conque de la droite donnée ; or, elle est du premier degré ; par 
suite, la réciproque est démontrée. 

Cas partionlier. — Si les axes des coordonnées sont rectangu- 
laires, on a 

cosp=cos[(o«, oD) — {ox, oy)]= cosf «— |j = Bina 

et réquation (5) devient 

XC08a-|-ysina = p. 

Signi/ication des coefficietits dans l'équation y = ax-j-fr- — Data 
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métliode suivie p'^ur démontrer que Téqualion y = ax + fc repré- 
sente une droite, A résulte : 

1® Que cette droite est parallèle à celle qui a pour équation 
y = ax; 

2" Qu'elle rencontre Taxe desy en un point ayant fc pour ordonnée. 

La constante a est appelée le coefficient angulaire de la droite, 
et la constante b son ordonnée à Toriginc. • 

Remarque. — Le coefHcient angulaire d'une droite est le 
coeflicient de xdansTéquation de la droite résolue par rapport à j^. 

35. Condition pour que deux droites soient parallèles. 

Soient 

Aa; + By + C = A'x + B'y + a = 

les équations de deux droites ; pour que ces droites soient paral- 
lèles, il faut et il suffit que leurs coefficients angulaires soient 
égaux, c'est-à-dire qne Ton ait 

_A_ A[ A_B 

B"" B' ^" A'~"B'' 

Théorème. — Pour que deux droites soient parallèles^ il faut et 
il suffit que^ dans les équations de ces droites, les coefficients de x 
et de y soient proportinnveh. 

PROBLÈMES sua UL LIGNE DROITE. 

L'équation générale de la ligne droite 

Aa; + By + C = 

renferme deux paramètres, car on peut toujours diviser les deux 
me^ibres de réquatioi» par l'un des coefficients A, B, G. 

Nous appellerons condition simple toute propriété géométrique 
qui, exprimée analytiquement, conduit à une seule équation. 

On voit que deux conditions simples sont nécessaires pour 
fixer la position d'une droite dans le plan. 

PROBLÈMB I. 

36. Trouver V équation générale des droites qui passent par un 
point donné A (x',y'). 

L'équation d'une droite quelconque est 

y = ax + fr; ç 
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on exprimera que cette droite passe par le point A en écrivant 
que les coordonnées x', t/ de ce point satisfont à Téquation de la 
droite, ce qui donne Téquation de condition 

Celte équation détermine Tun des deux paramètres a ou b en 
fonction de l'autre; on en tire, par exemplef 

b = i/ — asf', 

en portant cette valeur dans l'équation de la droite, on obtient 
l'équation 

y — y' = aix — x'). 

Si dans cette équation on fait varier le coefficient arbitraire a, 
on obtiendra toules les droites passant par le point A. 

PROBLÈME II • 

37. Mener par un point donné A (x' , y") une parallèk à une droite 
donnée D. 

Soit m le coefficient an^iaire de la droite D ; la droite cher- 
chée devant passer par le point A^ son équation est de la forme 

y — y' = a(x — x'). 
Cette droite devant être parallèle à la droite D, on aurA 

a = m-f 

réquation de la parallèle cherchée sera donc 

» — îf'=mix — ar'). 

PROBLÈME III. 

38. Trouver Véquation d'une droite passant, par deux points 
donnés A{xf, y*), B(x', y*). 

La droite cherchée devant passer par le point A, son équation 
sera de la forme 

(6) > y-y'=a{x—x')i 
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en exprimant que ia droite passe par le point B, on aura pour 
déterminer le coefficient angulaire a la relation 

(6') ir-y' = aiaf-x!)\ 

d'où l'on tire 

en portant cette valeur de a dans ré({uation (6), on obtient pour 
l'équation de la droite AB 

Cas partionlier. — Si le point B coïncide avec l'origine, on a 
et l'équation (7) devient 

quant au coefBcient angulaire de la droite, il a pour expression 

Antre solution. — Prenons Téquation générale de la droite 
sous la foime 
(8) Aaî + By + C = 0; 

en exprimant que cette droite passe par les deux pointa A et B, 
on obtient les deux relation:^ 

^""^ |Ax' + B/ + G = 0; 

les équations (8) et (9) forment un système de trois équations du 
premier degré homogènes par rapport aux inconnues A, B; C; 
de plus, on ne peut pas avoir à la fois A = B = G==0, car une 
droite qui passe par deux points n'est pas indéterminée; il 
résulte de là que le déterminant des inconnues A, B,C doit être 
nul; par suite, les coordonnées x, y d'un point quelconque de la 
droite satisfont à la relation 

X y i 

s! yf 1 =0 

x' y" 1 

qui est l'équation de la droite. 
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Equation Sune droite en fonction des coordonnées des points 

où elle rencontre les axes de coordon- 
nées. — Appelons a l'abscisse du point A 
et b Tordonnée du point B, et soit 

Ax + By + C=0 

"^ ^ l'équation générale de la droite; en ex- 

— jc primant qu'elle passe par les points 
'Uf- ^- A (a,0),B (O,ft),onauralesdeuxrelations 



Z 




Ao + C = Bfr4-C=0; 



d'où l'on tire 



A 

C 



1 B 

â C 



1 

b' 



en portant ces valeurs dans Téquation générale de la droite, 
après avoir divisé cette équation par C, on obtient pour repré- 
senter la droite AB Téquation 



(10) 



PROBLÂME IV. 

39. Trouver le point d'intersection de deux droites D, D . 

Soient 

D = Aj: + By4-C=:0 
D'=A'a;+B'y+C=0 



les équations des deux droites : le problème revient à résoudre 
et à discuter les équations (10). 

Cette question a été traitée en Algèbre ; nous n'aurons ici qu'à 
interpréter géométriquement les résultats connus. 

Nous désignerons par G le déterminant AB' — ^BA' des incon- 
nues Xt y, et nous distinguerons deux cas. 

Premier cas. Le déterminant G n'est pas nul. — Les deux 
droites se coupent en un point unique à distance finie. 

Deuxième cas. Le déterminant G est nul, mats un de ses élé- 
ments A par exemple n'est pas nul. 
Ce cas se subdivise en deux autres. 
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!• Le déterminant AC — GA' n'est pas nul. -^ Les éqtiations (10) 
sont incorupatiblds; comme G est nul on a Tidentité 

X(D — G) + X'(D' — G'>=0, 

les paramètres X, V n'étant pas nuls à la fois. Elle montre que 
les droites D, D' transportées à l'origine se confondent ; donc ces 
droites sont en général parallèles. 

Remarque. — Dans ce cas, on peut avoir A' = B'=0; la 
droite U est alors rejetée à l'infini. 

2* Le déterminant AG' — GA est nul, — Si Ton donne à y une 
valeur arbitraire, l'équation D = donne pour x une valeur qui 
satisfait à Téquation D' = 0; donc tous les points de la droite D 
sont situés sur la droite D', et les deux droites se confondent. 
; 11 résulte de là que les conditions nécessaires et suffisantes 

I pour que deux droites se confondent sont 

AB' — BA'=0 AG' — GA'=0 

Il ne faut pas oublier que cela suppose A^O. 

Remarque. — Dans le cas qui nous occupe on peut avoir à la 
fois A' = B' = G' = ; la droite D' est alors, indéterminée. 

Pour compléter cette discussion, il reste à observer que si les 
coefficients A, B, A', B' sont tous nuhy les droites D, D' sont 
i rejeiées à l'infini ou indéterminées. 

PROBLÈME v. 

40. Trouver l'équation générale des droites qui passent par le 
point de rencontre de deux droites données D, D'. 

Soient 

D=Ax + Bîf + C=0 

D' = A'x -f B'y 4- G' = 

les équations des deux droites données. Ajoutons ces équations, 
après avoir nmltiplié l'une d'elles par une quantité arbitraire X, 
nous obtiendrons l'équation 

(il) D-fXD' = 0; 

cette équation du premier degré par rapport àa;el ky repré- 
sente, quand on fait varier X, un faisceau de droites passant par 
le point de concours M des deux droites D et D' ; en effet, les 
coordonnées du point M annulant D etD' annulent aussi la somme 

D+xiy. 
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t|6 dis que l'équation (11) représente toutes les droites passant 

par le point M. Prenons en effet un point 
^(^i>9i) ^ur une droite quelconque B 
passant par le point M, nous pourrons dé- 
terminer X de manière que Téquation (11) 
soit satisfaite pour x = x^, y = 2^1. La re- 
lation de condition sera 

D, + XD\ = 0, 

en représentant par D|, D'^ les valeurs 
que prennent les fonctions Ax-^-By-^-G^ 
k'X'{-B'y-\-G quand on y remplace x 




Fig 35. 
par X| et y par y^. 
. De cette relation on tire 






en substituant cette valeur dans l'équation (11), on obtient 
l'équation 

R—E. 

qui représente une droite passant par les deux points M et A, 
c'est-à-dire la droite MA. 

41. Équation d'une droite passant par un point donné A(X|, y^) 
et par le point de concours de deux droites données D et D'. 

Cette équation est 

Remarque. — Reprenons Téquation 

D + XD' = 0, 

en y faisant X = 0, elle devient D = et représente la droite D. 
On aurait pu écrire cette équation sous la forme 



jD + D' = 0; 



1 



donc elle représentera la droite D" quand on y fera - =0 ou X = oe. 
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42. Quand Véquation Sune droite contient un paramètre arbi- 
traire \ au premier degré, toutes les droites qu'elle représente 
passent par un même point. 

En effet, l'équation de la droite est alors de la forme 

» 
(H) D+XD' = 0, 

et cette équation est satisfaite, quel que soit X, par les coor- 
données du point de concours des droites D et D' ayant pour 
équations 

D = D' = 0. 

RemSurque. — * Si les droites D et D' sont parallèles, les droites 
représentées par Téquation (11) sont toutes parallèles aux droites 
DetD'. 

THEORèME n. 

43. Pour que Véquation Aa; + By + C = représente des 
droites passant par un même point, il faut et il suffit qu'il existe 
une relation homogène et linéaire entre les coefficients A, B, C. 

1* La condition est nécessaire ; car, si toutes les droites repré* 
sentées par Téquaiion considérée passent par un même point 
^(^i»yf)» on aura la relation 

9 

t^ La condition est suffisante ; car, en tenant compte de la 
relation Ax^ -{- By^ -j- C = 0, Téquation de la droite prend la 
forme 

A(x~«4) + B(y-.y,) = 0, 

A B 
et cette équation ne contenant qu'un seul paramètre =: ou — au 

' B A 

premier degré, toutes les droites qu'elle représente passent par 

un point fixe ayant pour coordonnées x = X| j/ = ^, . 
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THBORÀMii lil. 

44. Pour que trois droites ayant pour équations 

D4=0 Dj±rO D3 = 

concourent en un même point, il faut el il suffit qu'il existe entre 
les fonctiom D^, D^, Dg une relation linéaire et hoyrwgène. 

1* La condition est nécessaire. — Soient, en effet, 

D3 = A3X + B3y + C3=0 

les équations des trois droites données D|y D^, D3. L'équation 
(12) X4D, + X,D, = 0, 

dans laquelle Xi et X^i sont des constantes indéterminées, repré- 
sente toutes les droites passant par le point de concours A des 
droites D|, D,; comme, par hypothèse, la droite D3 passe par le 
point A, elle pourra être représentée par Téquation (12); en 
d'autres termes il existera des constantes X|,X2, X3 qui ne sont 
pas toutes nulles et telles que Ton aura identiquement 

^|Di+X,Dj + X3D3 = 0. 

2^ La cofndition est suffisante, — Supposons en effet que l'on 
ait l'identité 

(18) X,D,+X^D, + X3D3 = 0, 

les constantes X|,X3,X3 n'étant pas toutes nulles. Pour fixer les 
idées, soit, par exemple, X3^0; de Tidentité (13) on tire la nou- 
velle identité 

elle nous montre que la droite D3 est représentée par l'équation 

^8 ^8 

Donc cette droite passe par le point de concours des droites D| 
et D,. 
Expression analytique de la condition précédente. — Pour que 
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les trois droites D^^D^, D3 concourent, on doit avoir identique- 
ment, c'est-à-dire quels que soient x et y^ la relation 

(13) X^D. + X^Dj + XsDssO, 

ou, en remplaçant D|, D^, D3 par leurs valeurs, la relation 

les coefOcienls de x, de y et le terme tout connu devant être 
nuls, on aura les équations suivantes : 

BiX^ + BjXj-f 83X3 = 
CiXi + GjX^ +03X3^=0. 

Or ces équations sont homogènes par rapport aux quantités 'X|, 
X^, X3 qui ne sont pas toutes nulles par hypothèse ; par suite^ sî 
les trois droites concourent, on aura la relation 

Al B^ C| 

A, B, Cj =0. 

A3 B3 C3 

Réciproquement, quand cette relation a Heu, les trois droites 
D|, D9, D3 concourent ; en effet, elle exprime qu*on peut satisfaire 
aux équatioas (14) par des valeurs de X4, X^, X3, qui ne sont pas 
toutes nulles, et par suite l'identité (13) sera également satisfaite. 

PROBLEME VI. 

45. Reconnaître si trois points donnés A(a5',y'), B(3f,y')^ 
C{af'%i/") sont en ligne droite. 

Première Solution. — Les droites BA, CA ont respective- 
ment pour coefficient angulaire 

X ""^ X X "■"" X 

pour que les trois points A, B, G soient en ligne droite, il faut 
et il suffit que les deux droites BA, G A 
coïncident, ce qui aura lieu si leurs coeffi- 
cients angulaires sont égaux. La condition 
cherchée est donc ^ Fif . ». 



X 


y 


\ 


af 


f 


1 


sd" 


r 


1 
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Deuxième Solution. — L'équation de la droite BG est 



= 0; 



on exprimera que les trois points A, B, G sont en ligne droite 
en écrivant que les coordonnées du point A satisfont à l'équation 
de la droite BG, ce qui donne la relation 

sf xf 1 =0. 

od" y'" 1 

DÉTElUnNATION DBS ATvifiLBS. 

• 

f. 46.' Définition. — Soit D une droite passant par l'origine; on 
«ppelle angle'de Taxe des x avec la droite D l'angle décrit «n 
faisant tourner l'axe des x dans le sens direct jusqu'à ce qu'il 
vienne coïncider avec la droite D. 

Remarque. -^ A la définiiion précédente correspondent une 

infinité d'angles tels, que la dif- 
férence entre deux quelconques 
de ces angles est un multiple doit. 
Soit, en effet, u) l'angle dont il 
faut faire tourner la direction ox 
dans le sens direct pour la faire 
coïncider avec la direction oD ; 
quand cette droite, tournant tou- 
jours dans le même sens, viendra 
coïncider avec la direction oD', 
puis une seconde fois avec la direction oD, puis encore avec la 
direction o\)\ elle décrira des angles a compris dans la formule 

a = Kw -f- a>. 

Si l'angle que nous avons défini n'est pas complètement déter- 
miné, sa tangente est absolument déterminée. 

47. Soit 

l'équation de la droite DD' ; nous allons exprimer le coefficient 
angulaire a en fonction de l'angle a que fait l'axe des x avec la 
droite DD'. Pour cela, nous distinguerons deux cas : 




Pif. 37. 
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1** a >• 0. Li droite DD' est alors située dans les angles yox, 
j/osf. Appelons p Tangle moin- t^ 

dre que tc formé par les deux 
directions oXy oD, et prenons 
sur la demi -droite oD un 
point quelconque A dont nous ^^_ 
construirons le contour des 
coordonnées; le triangle AoB 
nous donne ]>r 



AB sinAoB sinp 

ÔB ~* sin AB "" siii^O — p) ' 



de plus, le point A étant sur la droite, on aura 




Flg. 88. 



d'où résulte la relation 



_y_AB 
^~x'^ oB' 



sin 6 

a= — 

sin (Ô — p) 



2^ a < 0. La droite DD' est alors située dans les angles yoxfy 
jfox. On a 

AB sinAoB sin(i: — p) 

oB sinoAB sin(p — 0) 



et 



y AB 
X — oB' 



d'où résulte encore la 
relation 

_^inp_, a.' 

sin(0 -- p) ' 

maintenant, si l'on ap- 
pelle a l'angle que fait 
Taxe des x avec la droite 
DD', on a 

dt * I r » 

ou 

p == a — tw 




Fig. 39. 
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donc 

sîn(a — iit) 
a = 



6in(e— a + kn)' 



si k est pair, on peut supprimer Tare k-n sans changer la valeur 
des sinus ; donc on a la relation 



sma 
a = 



sin(ô — a) 

Si k est impair, on aura 

sin (a — ii:) = — sin (Air — a) = — sina, 
sin(ô — a -[- ti:) = — sin(6 — a) ; 

par suilOi on a encore 

sina 
(15) '' = Bm(e-a) - 

Dans la relation (15), a désigne un quelconque des angles que 
fait l'axe des x avec la droite DD'. 
Quand les axes sont rectangulaires, la relation (15) se réduit a 

a— -tanga; 

si les axes sont obliques, on tire facilement de la même relation 

la formule 

asind 
tanga = T— ; • 

® 1 + acosô 

Remarque. — Cette formule n'est pas calculable parlogarithmes ; 
mais il est aisé de déduire de l'équation (15) une autre formule 
calculable par logarithmes. 

On a, en effet, 

_e 

a — 1 sina — sin (6 — a) ^^4*~2^ 



d'où 



a + 1 sin o 4- sin (6 — a) 6 

tang- 



os « — 1. 9 



Cas particuliers. — 1*" La droite DD' coïncide avec Vaxe des y. 
On a alors a = ; par suite, le coefficient angulaire a est infini. 
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Ainsi le coefficient angulaire d'une droite parallèle à Taxe des y 
est infini. 

En faisant coïncider DD' avec Taxe des x, on verrait que le 
coefficient angulaire d*une droite parallèle à l'axe des x est auI. 

i"" La droite DD' est perpendiculaire à l'axe des x. — On a 

alors a 2= â> ®^ P^' ^^^^® ^ = 5 " L'équation d'une droite 

passant par l'origine et perpendiculaire à l'axe des x est donc 

a; + ycosô = 0. 

S"" La droite DD' mt perpendiculaire à Vaxe des y. — On a alors 

ety par suite, 

a= — cosô. 

L'équation d'une droite, passant par l'origine ci perpendiculaire 
à l'axe dés y^ est donc 

^cos6 + y = 0. 

Remarque. — Posons 

G = ic* + !/* + 2a;y cosô ; 
l'équation d'une droite perpendiculaire à l'axe des x sera 

c;=o, 

et l'équation d'une droite perpendiculaire à l'axe des y sera 

c;=o. 

Définition. — Nous appellerons première bissectrice la bis- 
sectrice de l'angle des coordonnées de même signe, et seconde 
bissectrice la bissectrice de l'angle des coordonnées de signes 
contraires. 

lia droite DD' coïncidant avec la première bissectrice, on a 

6 

d'où 

a = l; 
l'équation de la première bissectrice est donc 

y=x. 
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La droite DD' coïncidant avec la seconde bissectrice, on a 

^-2 + 2' 
d*où 

a=r— 4 ; 

réquation de la seconde bissectrice est donc 

Remarque. — On obtient immédiatement les équations des 
deux bissectrices en Q))servant que les coordonnées d*un point 
quelconque de la première bissectrice sont égales et de même 
signe, et que les coordonnées d'un point quelconque de la se- 
conde bissectrice sont égales et de signes contraires. 

■ 

THÉORÈME. 

48. Le coefficient angulaire a est une fonctbn croissante de 
Vangle a. 

On a, en efTet, 

r cosasin(6 — a)4-6inacos(6 — a) sin6 

"« sin«(6 — a) sin«(6 — a)* 

la dérivée a^ étant positive, la fonction a sera croissante dans les 

inlcrvalles où elle est continue. 

Quand a varie de à 6 — t, le coefHcient angulaire a croit de 
à 4-00 ; quand et varie de 6 — e à tc, le coefficient angulaire a 
croît de — oo à 0. 

Définition. — On appelle angle de la droite D avec la droite 
D' Tangle décrit en faisant tourner la droite D dans le sens direct, 
jusqu'à ce qu'elle vienne coïncider avec la droite D'. 

Remarque. -- A la détinUion précédente 
correspondent une infinité d'angles^ tels 
que la différence entre deux quelconques 
de ces angles est un multiple de x 
Si Tangle que nous venons de définir 
F'J. *o n'est pas complètement déterminé, sa tan- 

gente est absolument déterminée. 
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PROBLEME VII« 

Connaissant les équatiofîs de deux droites DetU^ trouver V angle 
formé par la droite D avec la droite D\ 

Soient 

y=zax y = a'x 

les équations des droites D et D' transportées à l'origine. 

Faisons tourner Taxe des x j>i /J 

dans le sens direct jusqu'à ce 
qu'il vienne coïncider avec la 
droite D; puis continuons la ro- 
tation toujours dans le même 
sens, jusqu'à ce que la droite 
«mobile coïncide avec D'. 

Dans le premier mouvement, 
la droite mobile décrira Tun des. 
angles que nous avons désignés 
par a; dans le second, elle dé- 
crira l'angle inconnu (D, D'), et après les deux rotations, elle 
aura décrit l'un des angles que nous avons désignés par a ; on 
aura donc 



a? 




Fif. 41. 



d'où 



et, par suite. 



«'=={D,D')-|-«, 
(D,D') = «'-«, 



tangfD,D') = 



tanga — tariga 
1 + tanga tanga ** 



mens 



tanga = 



asind 



1 -f-aoQsO 



tanga = 



a' sin 



i + a' cosd ' 



donc 
(16) 



tang(D,D') = 



(a'— a) sin 



1 + (a + û') cosô + ûtt' 



(a - a') sinô 



On trouverait de môme 

Règle. — Pour obtenir la tangente de l'angle que fait la droite 
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• 

D avec la droite D', on forme le numérateur de la formule (16) en 
retranchant du ooefflcient angulaire de la droite D' le coefficient 
angulaire de la droite D. 

Application. — Par Torigine, on mène deux demi-droites oD, 
oD' situées par rapport à Taxe des x du côté des j^ positifs ; 

,y trouver la tangente de l'angle 

formé par ces deux demi-droites. 
Pour fixer les idées, supposons 
qu*en faisant tourner dans le sens 
X direct la demi-droite ox on ren- 
contre d'abord oD^ puis oD' ; dans 
celte hypothèse, Tangle inconnu V 
sera l'angle que fait la droite D 
avec la droite D', ou plus exactement 
il différera d'un multiple de it de l'angle (D, D'). On aura donc, 
en appelant a et a' les coefficients angulaires des droites D et D' : 

.TV T>»v (û' — à) sin6 

langV == lang D, D') = , , / . — rr — r-\ r * 

o o\ > / 1 -f. (a + a') cos 6 + aa 

Nous allons établir la règle suivante, dont rapplication ne 
présente aucune difllculté. 

Règle. -- Pour trouver Tangle de deux demi-droites passant par 
l'origine et situées par rapport à l'axe des x du côté des y posi- 
tifs, il faut, dans la formule (16), donner au numérateur le signe 
du produit aa'. 

Pour fixer les idées, nous supposerons toujours qu'en faisant 
tourner dans le sens direct la demi -droite ox on rencontre 
d'abord oD, puis oD', et nous distinguerons trois cas : 



Fi(. 4«. 




. X 




FIg. 43. / 

l"" Les deux demi-droites oD, oU sont dans l'angle yox; on 
a alors à la fois 

a' — a>0 aa'>0; 
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2* Les deux demi-droites oD, oU sont Tune dans l'angle yoXj 
l'autre dans Tongle yojf. 
On a alors à la fois 

a' — a<0 aa'<0; 

S® Les deux demi-droites sont rlans l'angle y oo/; on a alors 
à la fois 

a' — a > aa'>0. 

La règle énoncée se trouve donc établie. 

Condition de perpendicularité de deux droites. — Quand les 
droites D et D' sont perpendiculaires, on a 

tang(D, D') = ± 00 ; 

la eMMlition cherchée est donc 

1 -f- (fl + «') cos6 -|- aa' = 
en coordonnées obliques, et 

en coordonnées rectangulaires. 

Condition de parallélisme de deux droites. — Quand les droites 
D et D' sont parallèles, on a 

larig(D,D') = 0; 

la condition cherchée est donc 

a = a'. 

DISTAIVCB D'UN POINT A UNE DROITS. 

PROBLÈME VIII. 

49. !• D'un point donné A {x! y'), abaisser une perpendiculaire 
sur une droite donnée ; 

2* Trouver la longueur de cette perpendiculaire. 

Soit 
(17) Ax + By + G = 
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réqualîon de la droite donnée : la perpendiculaire ÂB passant 
^^ yi jy par le point A aura une équation 

de la forme 

La condition de perpendicularilé 
des deux droites AB^ CD est 




1 + rm — gjcose — TOg = 0; 



on en tire 

Acose — B, 

rif . u. *" — BcosO— A ' 

par suite, Téquation de la perpendiculaire AB est 

y.«» , A cosô - B . ., 

<*») y-y^ = Bcose-A ^-^-^>' 

Quand les coordonnées sont reçtaogulaires, Téquatiou précé- 
dente se simplifle et devient 

ou, sous une forme plus symétrique, 

A h 

Longueur de la perpendiculaire, — Pour trouver la longueur d 
de la perpendiculaire AB, on pourrait calculer les coordonnées du 
pied B de cette perpendiculaire en considérant les équations (17) 
et (18) comme simultanées, puis calculer la distance des deux 
points A et B dont on connaît les coordonnées. On arrive plus 
rapidement au résultat de la manière suivante: 

Supposons d*abord que le point A coïncide avec Torigine ; 
en appelant d la distance de Torigine à la droite, nous savons que 
cette droite peut ôtre représentée par l'équation 

(19) «cosa-j-ycosp — d = 0. 

Les équations (17) et (19) représentant la même droite sont 
identiques ; donc on a 

cosa cosp "" ^ . 

"Â~~"B"~"(r' 
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à'oh 



COSa = — - A 



cosp= — -B; 



portons ces valeurs de cosa et de cos p dans la relation 
sin'8 = cos* a -f~ cos*p — 2 cos a cosp cosO, 
nous obtiendrons l'équation 



d'où Ton tire 

(20) 



sin«e =^*(A« + B« - 2AB cosO); 



d = 



Csinô 



(A« + B«— 2ABcose)* 

Supposons maintenant que le point A ne coïncide plus avec 
l'origine. Pour ramener ce cas au précédent, il suffira de trans- 
porter Torigine au point A en remplaçant dans l'équation (17) 
X et y par x' + x, y* + y. Dans le nouveau système, l'équation 
de la droite donnée sera 

Ax + By 4- {Ax! + By' + C) = 0. 

Pour avoir la distance du point A à la droite, il suffira de 
remplacer dans la formule (20) le coefficient G par le nouveau 
terme tout connu Ax' + By' + C, ce qui donne, pour exprimer 
la longueur de la perpendiculaire AB, la formule 

^21) d^ (Aa^+By + C)sine 

(A2 + B*--2ABcose)* 

Remarque. — Dans la formule (21), nous donnerons toujours 
au dénominateur sa valeur arithmétique ; dans ces conditions, 
pour que la formule soit générale, il faut regarder d comme une 
quantité algébrique dont on détermine le signe par les considéra- 
tions suivantes : 

La droite donnée D partage le 
plan en deux régions, la région (1) 
qui s'étend vers les y positifs; 
la région (2) qui s'étend vers les 
y négatifs. 

Quand le point A se déplace 

dans Tune de ces deux régions, la 
fonction D = Aa;' + By'-fG reste 

finie et ne s'annule pas; par suite 

elle conserve un signe constant. 




Fig. 45. 
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Pour déterminer ce signe constant, il suffira de donner au 
point A deux positions particulièi'es. 

Plaçons d*abord le point A sur Taxe des j^ positifs^ à une distance 
de Torigino aussi grande que Ton voudra, la fonction D devient 
B^ -f- C; elle a donc le signe de Bt/ et, par suite» le signe de B, 
puisque l'ordonnée y' est positive. 

En plaçant le point A sur Taxe des y négatifs à une distanco 
de Torigine aussi grande que Ton voudra, enverra que la fonctionD 
a un signe contraire à celui de B. 

La région pour tous les points de laquelle on a D>*o est 
appelée la région positive du plan. 

Celle pour tous les points de laquelle on a D << o est appelée 
la région négative du plan. 

Cela posé, la formule (21) sera générale si Ton fait la convention 
suivante : 

La distance d est regardée comme positive quandy par rapport à 
la droite D, le point A se trouve dam la région positive du plan; 
elle est regardée comme négative quand le point A se trouve dans 
la région négative du plan. 

Quand les coordonnées sont rectangulaires, la formule (21) se 
simplifie et devient 

^^ Ax' + By' + G 

(A» + B^ji 

Quand Téquation de la droite est donnée sous la forme 

y ^ ax — fc = 0, 
on a 

, (y' — ax' — b) sinO 

(a«+2acos6 + l)* 
si les coordonnées sont obliques, et 

(a* + l)* 

si les coordonnées sont rectangulaires. 
Enfin quand Téquation de la droite est donnée sous la forme 

X cos a + y cos p — p = 0, 
on a 

d = x' cosa-j-y'cosp — p. 
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Remarque. — Soient oi^^ les coordonnées d'un point A, et 

réquation d'une droite, Texpressiou Ax' + By* + C est propor- 
tionnelle à la distance du point A à cette droite. 



PROBLÈME IX. 



50. Trouver les équations des bissectrices des angles formés par 
deux droites données. 

Soient 

Ax + By + C = A'x + B'y + G =0 

les équations des deux droites données. Pour obtenir les équa- 
tions des bissectrices cherchées, nous les considérerons comme 
le lieu des points également distants des deux droites ; on arrive 
ainsi immédiatement à Téquation suivante : 

• Ax + By+G ^^ A'x + B'y + G 



(A« + B2 — 2 AB cosô)* (A'« + B's — 2A'B' cosO)^ 

Remarque. — Si les équations des deux droites étaient données 
sous la forme 

X COS a + y COS p — p = X COS OL -\-y cos f ' — p' = 0, 

les équations des deux bissectrices seraient 

xcosa + ycosp — p= +.(a;cosa +ycosp' — p'), 

ou plus simplement 

X=±Y, 

en représentant par X et par Y les fonctions x cos a -{- y cos p — p, 
X cosa + y cos p' — p'. 

ÉQUATIONS HOMOGÈNES. 

THÉORÈME . 

51. Toute équation homogène et du degré m entre les coor- 
données xet y représente un faisceau de m droites passant par 
f origine. 

Soit, en effet, 

fix,y)-^0 
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une équation homogène et du degré m : on a l'identité 

(22) rte,y) = «»r(i,|)- 

Soient maintenant 01,0^,..., am les racines de Téquation 
OÙ Ton considère - comme Tinconnue, on aura l'identité 

X 



(28) 



('■l)-(l-.)(l -«.)■■■ (!-«■) 



Des identités (22) et (23) on déduit l'identité suivante : 

f{x, y) = (y — aix) (y — a^x). . . (y — amX). 

Elle montre que, pour satisfaire à Téquation /'(x,y) = 0, il 
faut égaler à zéro Tune des quantités suivantes : 

y — a^x y — a,« ... y — OmX. 

Donc l'équation homogène /"(x, y) = représente m droites 
passant par l'origine. 

Aux valeurs réelles des coefficients angulaires a|, a^,. . . cor- 
respondent des droites réelles; nous dirons qu'aux valeurs 
imaginaires des coefllcients angulaires correspondent des droites 
imaginaires. 

Remarque. — Pour avoir les coefficients angulaires des droites 
représentées par Téquation homogène 

r(x, y) = 0, 

il suffit de résoudre l'équation 

/•(i,a) = 0, 

obtenue en remplaçant, dans la précédente, x par 1 et y par a . 

PROBLÈME X. 

52. Trouver V angle formé par les deux droites représentées par 
V équation homogène du second degré. 

Ax« + Cy« + 2Ba;y=0. 
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Les coefficients angulaires des deux droites sont donnés par 
l'équation 

Ca« + 2Ba + A = 0. 

Soient a\ a* les racines de cette équation et V Tang^le inconnu, 
on aura 

{a! — a*)sin6 



langV = ± 



* + (a' + Ocosô + a'a 



/ ^v » 



on doit aflecter le second nombre d*un double signe, parce que 
l'on ne fixe pas ici celle des deux droites qui, tournant dans le 
sens direct, décrit l'angle V. 
Des relations connues donnent 



. . , 2B , , A . , . 2\/b« 



AG 



CC'^— G 

Donc 



l^l^ • T7 j. 2\/B« — AG . ^ 

(") ^""g^ = ^ A + G-2Bcose ^'"^' 

Condition de perpendicularité des deiix droites. — Gette condi- 
tion est 

A + G — 2BcosO = 0. 

Application. — On considère seulement les parties oD, oU 

des deux droites situées par rap- 
port a l'axe des x du côté des y 
positifs, et l'on demande le signe 
qu'il faut donner au radical dans 
la formule (24) pour qu'elle re- 
présente la tangente de l'angle 
DoD'. 

D'après une règle établie pré- 
cédemment, il faut donner à la 
différence +i {a! — a*) le signe 
du produit a' a". Or ' pj^ ^3 




On devra donc dans la formule (24) donner au radical le signe 
du coeiBcient A. 
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PROBLEME XI. 



53. Trouver Véquulion des bissectrices des angles form^ par Us 
droites définies par Véquation 

Soient toujours a' et a" les coefficients angulaires des deux 
droites, c'e&t-à-dire les racines de l'équation 

les équations des deux droites seront 

y -^a'x = y — o^a: = 0, 

et celles des bissectrices cherchées 

y — a'x , y — a'x 



(a'* + 2a' cose -f i)* (a"* + 2a''cosô + 1)* 

Cette équation rendue rationnelle et ordonnée devient : 

j^[a'i __ a'2 + 2 (a' — a') cos6] 
(25) + iE«[(a'9 - a'«) + 2 a' a' (d — a") cos6] 

— 2xy[ci — a* + a' a" {a" - a')] = 0; 

l'équation (25) est divisible par a' — a' ; après la suppression de 
ce facteur, elle prend la forme 

(a' 4- a" + 2 cose) y« — (a' + a" + 2 a! a" cos6) a;» 
-2(aV — l)aîtf=0; 

mais 

I , t 2B , , A 

l'équation homogène du second degré qui représeate les deux 
bissectrices est donc 

(B — A oos6) x« — (B — C cosO) î/« — 2 (A — 0) aîtf =0. 

Remarque. — Pour al^=a\ Téquation (25) devient une iden- 
tité : pour expliquer ce résultat, remarquons que nous avons en 
réalité cherché le lieu des points également distants des deux 
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droites considérées ; or, quand on suppose a! = 0," ^ les deux 
droites se confondent et tous les points du pian répondent à la 
question telle qu'on Ta résolue. 

PROBLÈME XII. 

54. Trouver Péquation du faisceau de droites joignant Vorigine 
aiux points de rencontre de deux courbes données C etC\ 
Soient 

fix,y) = 9(a:,y^ = 

les équations des deux courbes données, A^{x^y y^) un de leurs 
points de rencontre. 

Sur la droite oA|, prenons un point quelconque 
M(x,y); les trois points o, M, A| étant en ligne 
droite, on aura 

ïi = ^ = i 
y x 1' 

i o 

en représentant par •- la valeur commune des ^M;- ^7. 

t/ X 

deux rapports — , — *• 

.y ^ 

De la relation précédente on tire 

X y 

le point A| appartenant aux courbes Cet C, on aura 

Si, entre ces deux équations homogènes par rapport aux trois 
quantités Xy y, t^ on élimine ^, on obtiendra une équation 

homogène par rapport aux coordonnées xeiy. Cette équation, 
qui est satisfaite par les coordonnées d*un point quelconque des 
droites oA|, oA^, . . . , représentera le faisceau formé par ces 
droites. 

Règle. — Pour trouver V équation du faisceau de droites joi- 
gnant Vorigine aux points de rencontre de deux courbes dormées, 
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on rend les équations des deux courbes homogènes en y remplaçant 
xety par -i^l^'^ P^i^i ^^^^''^ l^s équations ainsi modifiées^ on 
élimine le paramètre t. 

Remarque. — Si le sommet du faisceau de droites était un point 
quelconque S (a, p) ne coïncidant pas avec l'origine, on commen- 
cerait par transporter l'origine au point S, puis dans l'équation 

4^(0:, y) = 0, 

obtenue comme précédemment, on remplacerait xeiy par x — a 
et y — p. 

Cas particulier. — On a souvent à chercher l'équation du fais- 
ceau de droites joignant l'origine aux points oii une droite D 
rencontre une courbe algébrique C : on peut alors écrire immé- 
diatement l'équation du faisceau de droites. 

Dans l'équation de la courbe C mise sous forme entière, grou- 
pons ensemble les termes de même degré ; en désignant géné- 
ralement par 9p{x,y) l'ensemble des termes du degré p, cette 
équation prendra la forme 

?//*{^, y) + ç«-i(a:,y) + . • . + ?i(^» ») + ?o = 0. 

Prenons l'équation de la droite D sous la forme 

ux~{-vy = i. 

Les équations de la courbe C et de là droite D rendues homo- 
gènes sont 

?«(^»î/) + t<pi»-.i(x,y) + . . . + ^*<Po = 

uX'{'Vy = t; 

il faut entre ces deux équations éliminer t, et l'on obtient, pour 
représenter le faisceau de droites, l'équation 

?»(^,y) + (tt« + vy)^m - 1 (x,y) 

+ (tt x + t;y)*<pfl, - î(a:,î/) -I- . . . + (ua? 4- vy)"»<po = 0- 

On peut donc énoncer la règle suivante : 

Règle. — Pour avoir Véquation du faisceau de droites joignant 
l'origine aux points oil une droite D rencontre une courbe algé- 
brique C, il suffit de multiplier les termes de Véquation de la courbe 
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par deê puissances de ux -\- vy^ telles qu'après cette multiplication, 
tous les termes soient du même degré. 

Application. — On coupe la courbe du troisième degré qui a 
pour équation 

aa^ + 3 bxhf + Scxt/* -\-dy^ + xy = 

par une droite D ; trouver la condition nécessaire et suffisante 
pour que la corde qui joint deux des points de rencontre soit vue 
de f origine sous un angle droit. 

Nous supposons la courbe rapportée à des axes de coordonnées 
reclangulaires. 
L'équation de la droite D étant 

ux-{-vy = l, 

l'équation du faisceau de droites joignant l'origine aux trois 
points où la droite D coupe la courbe sera 

ax^ + Sbx^ +2cxy^ + dy^ + xy {ux + vy) = 0. 

Les coefficients angulaires de ces trois .Iroites sont donnés 
par l'équation 

(26) dm» + (8c + v) m» + (3fr + m) m + « = 0. 

Appelons m^, m^, m^ les racines de cette équation ; puisque 

deux des trois droites du faisceau sont perpendiculaires, on 

aura la relation 

m j wis = — 1 ; 

on a d'ailleurs 

a 
iiii 1») ma = — 2 9 

donc 

a 
m, = 5. 

En exprimant que -; satisfait à l'équation (26), on obtient la re- 
lation de condition 

(27) a« + (3c + v)a + (36 + u)d + d» = 0. 

La relation (27) est du premier degré par rapport aux coeffi- 
cients ti el v ; donc les droites D passent par un point fixe. 

6 
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Remarque. — Nous verrons plus tard que la courbe du troi- 
sième degré considérée a un point double à l'origine, et que 
les tangentes aux deux arcs passant par ce point double sont 
rrrlongulaires ; nous pouvons donc énoncer le thé^rèfne suivant: 

THÉORÂME. 

Quand une courbe du troisième degré a un point double 0, et que 
les tangentes en ce point sont rectangulaires , les cordes qui sont 
vues du point double sous un angle droit passent par un point fixe. 

EXPRESSION DE UL SURFACE D'UN TRIANGLE EN FONCTION 

DES COORDONNÉES DES SOMMETS. 

55. Soient 

les trois sommets du triangle; Téqua- 
tion de la base A, A3 sera 

X y i 

I ^3 2/3 1 
et la hauteur A| H aura pour expression 

sin 




Fig. 48. 



AJi = ± 



1 

^3 






1 
i 



[(X, - X3)« + (j/a - Vs)^ + 2 (fl^î ~ x^) (i/a — ^3) cos ô]« 



Le dénominateur représente justement la longueur A, As de la 
base du triangle ; donc, en appelant S sa surface, on aura 

1 



(28) 



2S= + 



Xi Vi 
x% »a 1 
% î/3 1 



sinO. 



Dans le second membre de la formule (28), on devra choisir le 
signe de manière que ce second membre soit positif; nous allonrs 
élnblir une règle permettant de fixer ce signe. 

Supposons que le triangle se déplace dans son plan, les coor* 
donnéesdeses sommets varieront d'une manière continue; donc, 
si le second membre de la relation (28) peut varier, il variera d'une 
manière continue. Or, ce second membre ne peut prendre que 
les valeur^ 2S ou — 2S; donc, il restera constant. 
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Il résulte de là que, pour déterminer le signe qu'on doit 
prendre dans le second membre de l'équation (28), on peut 
donner an. triangle une position parti- 
culière en le déplaçant dans son plan. 

Amenons le sommet À^ à l'origine 
et le sommet Â^ sur Taxe des x posi- 
tifs ; on aura 



2S=± x^ 

Deux cas peuvent se présenter : 

1" Le sommet A3 est, pat rapport à 
taxe des x, du côté des y positifs. — 
Le produit x^y^ sinO étant alors positif. 









i 


«8 





1 


XaVa 


1 



sin6== jh^aî/asini) 7i^ 




X 



»-* 



Fir. 49. 

on doit dans le second nombre de l'équation (28) affecter le 
déterminant du signe + . 

Dans ce cas, un mobile qui parcourt les côtés du triangle dnh<s 
Tordre A^ A, A3 indiqué par les lignes du déterminant à fsrtir de 
la première tourne dans le sens direct; 

2"» Le sommet A3 est, par rapport à Vaxe des x^ du côté des y 
négatifs, — Le produit ûc^ y^ sinO étant négatif, on doit dans le 
second membre de FéquLtion (28)- affecter le déterminant du 
signe — . 

Dans ce cas, un mobile qui parcourt les côtés du triangle dans 
l'ordre A^ A^ A3 indiqué par les lignes du déterminant à partir de 
la première tourne dans le sens indirect. 

Nous pouvons donc énoncer la règle suivante : 

Règle. — Dans le second membre de la formule (28), on affec- 
tera le déterminant du signe -\- quand un mobile parcourant les 
côtés du triangle, dans ï ordre indiqué par les lignes du détermi- 
nant à partir de la première, tournera dans le sens direct. 

On affectera ce déterminant du signe — si le mobile tourne 
dans le sens indirect. ; . 

Cas particulier. — Quand le sommet A3 coïncide avec l'origine, 
la formule (28) devient 



^1 Vi 



sinO. 
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PROBLÂHE Xm. 

56. Connaissant les équations des trois côtés d'un trianglr^ 
trouvei' la surface. 

Soient 

ajX + tjî/ + c, = A3 A, 
Û3^ +-^3y + C3 = A^A, 

les équations des trois côtés du triangle. 

Désiprnons par (X|, y{) {x^, y^ (a^s, y^ les coordonnées des 
sommets A|, A^, A3, nous aurons 



23= ± 



x^ 

Xs 



y% 
y^ 



1 
i 
1 



sinO. 



Pour calculer les coordonnées des sommets du triangle, 

posons 

ai bi Ci 

D= a^ b^ c^ 

Û3 ^3 ^3 

fit représentons par À|, B|, C^, ... les mineurs du premier ordre 
i\x déterminant D, relatifs aux éléments 01,(4,04,...; nous 
aurons 



Ai B4 

par suite, 



G, A, 



2S= + 



B 

A, B, 
G, G, 



G, 



B 



3 



G,' 



^ 1 



G, 
As 
C3 



G, 

5? 
G» 



liî __2 1 



sind, 



oa 



«S=± 



A, 
A. 
A3 



B, 

B, 
Bs 



Cj Cj C3 
multiplicms respectivement par a^, a,, a^ la première» la deuxième 



G, 

G3 



sinO 
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et la troisième ligne du dernier déterminant, puis ajoutons les 
résultats pour former la première ligne d'un nouveau détermi* 
nanty nous aurons 



2S= + 



I> 
Â^ B| G) 
A$ Bj C3 



sinO 



= + 



Dsinô 



(1| Ci| Li^ Ci^ (l| Ci| Cij C13 



(BjCa — G51B3). 



Û*un autre côté, on a 

B,Cs — 0,83 = (a^Cs — ei(h)iaib^ — b^a^) 

— (ai 63 — btasKa^c^ — c^o,) = a^D; 



par conséquent 



2S= + 



D< sine 



GiG^G; 



3 



Remarque. — On arrive immédiatement à ce résultat en re* 
marquant que le déterminant 

A, B, C, 
A^ B, G, 
A3 B3 G3 

est le réciproque du déterminant D et par suite égal à D^. 



EXPRESSION DES COORDOiKKÉES D!U!« POINT VARIABLE 
D'IJIVE DROITE EN FONCTION D'UN SEUL PARAMÈTRE. 

57. Première Solution. — Par l'origine menons à la droite 
donnée une parallèle sur la- 
quelle nous prendrons un point 
quelconque D (a, b); soient Xqi j^o ' 
les coordonnées d'un point 
fixe A de cette droite, et x, y 
les coordonnées d'un point va- 
riable M de la même droite. 

Gonstruisons le contour des 
coordonnées du point D et me- 
nons par le point A parallè- 
lement à l'axe des x une droite 
qui rencontre au point m Tor- ^^^' ^' 

donnée du point M : les deux triangles semblables MAm^Dod 




» 
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nous donoent 

Am Mm AM 

c'est-à-dire 

.(29) ■ . ^-^ =»-y« = p, 

ah 

A.7fl 

en posant p =^ — - . (3n vérifie facilement que l'équation (29) est 

générale, pourvu que l'on regarde p comme positif quand les 
directions AM et oD'sont de même sens, et p comme négatif quand 
ces directions sont de sens contraire. 
Les équations (29) donnent 

(80) x = a3o + «p y = yo + l>9f 

et les coordonnées du point M sont exprimées en fonction du para- 
mètre p. 

On emploie souvent les équations (29) pour trouver les coor- 
données des points oii une droite rencontre une courbe. 

Pour cela, dans l'équation de la courbe 

r(x, y) = 

on renf)placo x et y par leurs valeurs tirées des formules (30), ce 
qui doime l'équation 

f(Xo + ap, yo + b^) = 0', 

en portant dans les formules (30) les valeurs de p tirées de 
Téquation précédente, on obtient les coordonnées des points de 
rencontre de la courbe et de la droite. 

Signification des coefficients. — i"* Xq et y^ représentent les 
coordonnées d'un point déterminé A de la droite. 

2® aeib sont les coordonnées d'un point D de la parallèle 
menée à la droite par l'origine ; nous les appellerons coefQcienls 

de direction. 

AM 
8« p représente le rapport — =- , M étant un point quelconque 

de la droite; ce rapport est positif quand les directions AM et oD 
sont do même sens, il est négatif quand ces directions sont 
de sens contraire. 

Remarque. — SHa distance oD est égale à Tunité de longueur, 
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la valeur absolue de p représente la distance du point M au 
point Â. 
On a alors 

a«-|-tî-|-2aJcose = l. 

Cas particulier. — Supposons toujours oD = 1 et les axes de 
eoordonnées rectangulaire, on a alors 

a = cosa b = sina, 

en appelant a Tangle que la direction ox fait avec la direction oT), 
et les équations (29) deviennent 

cosa sina 

58. Seconde solution. — Prenons sur la droite deux points 
fixes A{Xj,yi) B(Xa,yj), et soit M(a:,y) 
un point variable de cette droite. 

Nous supposerons d*abord ce point 
situé entre A et B, et nous poserons 



MA 
MB 



X 




Fif. M. 



Pour trouver les coordonnées du 
point M, nous nous appuierons sur la 
remarque suivante qui est souvent 
utile : 

Lorsqu'une relation homogène a lieu entre des segments si- 
tués sur une même droite ou sur des droites parallèles, elle 
reste vraie quand on projette tous ces segments sur un axe 
quelconque. 

Cela posé, projetons les segments MA, M^ sur ox parallèle- 
ment à oy et sur oy parallèlement k ox, nous aurons les deu^ 
relations 



ma 
mb 



X 



1^1 



ma 
m'V 



_f* 



A 



ou 



X — X, 



r *. 



y—Vi 



x, — X X y, — y 



X 



' ' * 



< / . 



* i 



> 
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On tire de là 




(3i) X 


- X+|x 




nr. st. 



î' = -xT7"" 

Supposons maintenant que 
le point M ne soit pas situé 
entre les points A et B^ on 
aura toujours les deux rela- 
tions 

ma \k m'ai \l 
ao mb X m'b' X ' 

ou bien 
« — Xj X y— tfi X' 



on tire de là 



X=— r y = —- . 

X — fji X — (X 

Ces nouvelles formules ne diffèrent des formules (31) que par 
le changement de [l en — (x. 

En résumé, les formules (31) sont générales si Ton convient de 

placer le point M entre les points A et B quand X et p. sont de 

même signe, et de le placer en dehors du segment AB quand X 

et{jL sont de signes contraires. 

MA a 
Dans ce dernier cas, puisque Ton a en valeur absolue T7r: = ?f 

MB X 

le point M sera plus rapproché du point A que du point B quand 

onT'iaura en valeur absolue ^ <C 1 ; le contraii'e aura lieu si Ton a 

X 

toujours en valeur absolue ^^l- 
Les formules (31) expriment les coordonnées jp et y en fonction 

y, 

du paramètre ^ . On les emploie comme les équations (29) pour 

trouver les coordonnées des points où une droite AB rencontre 
une courbe. 
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Pour cela, dans Téquation de la courbe 

on remplace ^ et y par leurs valeurs tirées des formules (31) ; 
ce qui donne l'équation 






en portant dans les formules (31) les valeurs de ^ tirées de 

» A 

réqualion précédente, on obtient les coordonnées des points de 
rencontre de la courbe et de la droite. 



CBNTBB DBS USTANCBS PEOPORTI01KIVEIXB5. 

59. Étant donnés dans le planpjxnnts A|, Â^, ..., A;^ auxquels 
ûorrespondent des paramètres m^, m^, ..., mp positifs ou négatifs, 
on prend sur la droite A| A, un point B|, tel que ses distances aux 
deux points A| et A^ soient dans le raffport de m, à m| ; puis, sur la 
droite B1A3, on prend un point B^, tel que ses distances aux points 
Bj et A3 soient dayis le rapport de m^ à wii + m^ ; puis, sur la 
droite B2A4 un point B3, tel que ses distances aux points B, et A4 
soient dans le rapport de m^ à m^ + m, + m^, et ainsi de suite, 
jusqu'à ce qu'on arrive au point Ap-, trouver les cooi'données du 
dernier point Bjj — 1 ainsi obtenu. 

Appelons (Xi^i) {x^y^)... (Xpfjp) les coordonnées des points 
donnés A,, A^, ..., A^ et («pPi) j^z 

(oj.Pj), ..., (a,p), celles des points 
B|, B9, ..., B;y.i, nous aurons, 
en appliquant la formule (31), '^ r «a. 

m^ -f- wij 




«t — 



et enfin 



** m^-\-m^-\-mv^ m,+Wa + m3 



m| + WI2 + . . . + W;» 2;m 
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Oo voit que la position du dernier point B^.i est indépendante 
de Tordre dans lequel on prend les points donnés. 

Ce point Bp. i est appelé centre des distances proportionnelles 
des points Âf^Â^) . . . , A;;. 

Centre des mogrennes distances. — Lorsqu'on a 

■ 

fn^ = Wj = . , . = mp, 

le point Bp^i devient le centre des moyennes distances des 
points donnés; ses coordonnées ont pour expression 

^1 4" ^8 + • • • ~\- ^p ^ 

• ~" p "" 7" 

a_ yi + y%+ '"+yp ^y 

p = — • 

p p 

BAPPORT ANHARMONIQIJE. 

60. Définition. — On appelle rapport anharmonique de quatre 
points a, b, c, d situés en ligne droite le rapport des distances de 
l'un des points à deux des autres, divisé par le rapport des distances 
du quatrième point à ces deux-là. 

Le rapport anharmonique est une quantité algébrique dont on 
détermine le signe par la règle générale des signes, appliquée 
aux segments qui entrent dans ce rapport. 

Les quatre points a, b, c, d donnent lieu à six rapports anliar- 
moniques ; les rapports 

ac bc ad cd ab db 

___ « __ ^^^ • , , _ ,, . ___ 

ad' bd ab' cb ac' de 
que nous désignons par X. (x, v et leurs inverses 

ad bd ab cb ac de 

l l — ; . 

ac ' bc ad' cd ab' db 

La connaissance d'un des rapports X,(ji,v détermine tous les 
autres. 

Lemme. — Étant donnés quatre points a, b, c, d situés en ligne 
droite^ on a entre les segments qu*Us déterminent deux à deux la 
relation 
(\) ab. cd + ac. db + ad. bc=0. 

, ^ - Appelons u le premier membre de 

^ ^ ^ ^ la relation à établir, nous aurons 

u=:ab.cd4'ac.db-\-ad(dc-\-bd)={ab-{-da)cd'{-{àC'^da)db^ 
car bc=dc-\-bd{iS). Mais on a aussi 

ab'\'da=db flc+da=cte; 
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donc 

u = db.cd-\'dc. db = 0. 
Gela posé en divisant Téquation (A) successivement par ses 
trois termes, on qbtient les relations 

1 1 1 

1 — X=- 1 — iji = - 1 — v=-- 

fJL V A 

Elles font connaître deux des rapports X, fi, v, quand Tiin d*eux 
est donné. 

Remarque. — Pour former Téquation (A), on considère à parties 
trois points b, c, d qui donnent lieu à la relation bc-\'Cd']-db = Of 
dont on multiplie les termes respectivement par les segments 
ad, ab, ae. 



X = 



LEMME. 

61. Quatre droites concourantes sont coupées par une trans- 
versale quelconque en quatre points dont le rapport anharmonique 
est constant. 

Soient 

y = ax y = bx y = cx y=.dx 

les équations des quatre droites A, B, G, D, dont on prend le 
point de concours pour origine. Ges droites sont rencontrées 
par une sécante quelconque en des points A, B, G, D, et il s'agit 
de démontrer que le rapport anharmonique 

AG BG 
AD' BD 

est indépendant de la position de la sécante. 

Appelons x^ l'abscisse du point A ; son ordonnée sera axi^ et 
l'équcition de la sécante pourra O 

èfre mise sous la forme 

x — Xi y — aXi 

p représentant la distance du 
point A au point variable dont 
les coordonnées sont x et y. 

La distance du point A au 
point B, par exemple, sera donnée par Téquatioii 




'- c^'i 



, . J 1 



K' 






A V 



.^ / y. .' 

- ' ■ 



i4 
I 



*ii>f 






■ t 



9S UVRE U. — CHAMTM I 

d'où 

(g — b)xi 
P' = pZTbr 

On a de même pour exprimer les distances du point A aux 
points G et D les équations 

_ ^ (g — c)x^ __ ^ (g-— ri)jg| ^ 

^*^ P — C« ^^~ p — da ' 

or 

P3 P« — Pi 

' En remplaçant pi, p^, ps par leurs valeurs, on obtient 

_ g — c (a~&)(p — rftt) — (g — d)(p-fca) ^ 
""g — rf'(a — fc) (p — ca) — (o — c) (p-fta)' 

en réduisant, on voit facilement que le facteur p — ga est commun 

aux deux termes de la fraction; après la suppression de ce 

facteur, il reste 

g — c d — b 

A = - • ; » 

g — a c —-0 

quantité indépendante de la position de la sécante. 

Définition. — On appelle rapport anharmonique d'un faisceau 
de quatre droites le rapport anharmonique des quatre points d'in- 
tersection du faisceau par une transversale quelconque. 

BAPPORT HARMONIQUE^ 

62. Quatre points g, b, c, d situés en ligne droite forment une 
division harmonique quand Tun de leurs rapports anharmoniques 
est égal à — 1. 

Ainsi les quatre points forment une division harmonique si 

Ton a 

ac bc ^ . 

ad' bd 

Les deux points c et d sont 

f j_ dits conjugués harmoniques par 

^ ' 2 rapport aux deux points g et b. 

Kf- M- De la relation précédente on 

tire 

-ac ad 

<32^ ^ = 53' 
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donc les d(nix points c et d divisent le segment ab dans le môme 
rapport. 

Si le point c est situé sur le segment ab^ le point d est en dehors 
de ce segment; supposons le point d situé sur le segment ab 
prolongé à partir de i^, alors ad surpasse bd\ par suite ac surpasse 
également cb : il résulte de là que le milieu o du segment ab 
n*est pas situé entre les deux points conjugués c et d. 

ad 
Quand le point d s'éloigne à rinfmi, le rapport r^r tend vers l'u- 
nité et le point c tend vers le point o milieu du segment ab. 

Dans la relation (32), introduisons les distances des points b et 
d au point a, elle devient 

ac ad 

ab — ac ad^ab' 

ou bien 

A — JL4.JL 

ab ac ad 

Dans la relation (82), introduisons les distances des points a, b, 
e, d au point milieu de ab, elle devient 

oa-\-oc oa-\-od 



d'où 



c'est-à-dire 



oa — oc od — oa* 



2oa_2od 
2Ôc~2Ôâ* 



oa ^=^oc . od. 



En résumé, on peut exprimer que quatre points forment une 
division harmonique à Taide de Tune quelconque des relations 
suivantes : 

ac ad 2 i , 1 Zi* r^* ^a 

— = -— -r = ^^ =iOC>Oa. 

cb bd ab ac ' ad 

PROBLÈME. 

63. Conmissant les coordonnées de quatre points situés en 
Ugne droite^ exprimer que ces quatre points forment une division 
harmoniqiie. 

Soient a^(Xu y ^) a^ix^.y^) a^ix^,y^) 04(0:4, y*) les quatre 



94 LIVRE II. — CHAPITRE I 

points donnés, les points conjugués étant (ai, a,) d'une pai*t et 
i</3, a^) d*autre part. 

Représentons \>t\v^ le rapport suivant leguel le point a^ parta^re 

1 . M- 

lo segment ai 0^; le môme rapport pour le pomt 04 sera — - ; 
on aura donc 

en éliminant le rapport ^ entre les deux équations précédentes, 

A 

on obtient la relation 

Xi cc^ + x^x^ = - (X| +^«) (^3 + ^4); 

les ordonnées des quatre points sont liées par une relation 
analogue. 

FAISCEAU HARHONIOUE* 

Quand dans un faisceau de quatre droites concourantes Tun 
des rapports aiiharmoniques est égal à — i, on dit que le fais- 
ceau est harmonique. 

PROBLEME. 

Connaissant les éqtmtions de quatre droites concourantes, expri- 
mer que ces droites forment un faisceau harmonique. 
Nous avons trouvé (61) Texpression 

a— c d — b 



X = 



a — d c — b 



pour le rapport anharmonique de quatre droites concourantes 
ayant pour équations 

yz=ax y=frx y = cx y = dx. 

En écrivant que ce rapport est égal à — 1, on exprimera que 

les quatre <h*oites forment un faisceau harmonique. On oblieiit 

ainsi la relation 

g — c d — ft 

. à laquelle on peut donner la forme suivante : 

ab + cd^i(û'^b){c+d). 
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Remarque. — La première de ces relations peut être écritc- 



comine il suit : 



'-7 

a — c (i 

a-* 



+ 1 = 0; 



si ron fait coïncider la droite G avec Taxe des x et la droke D 
avec Taxe des y, on a 

c = d = oo, 
et la relation précédente devient 

Donc, pour que deux droites passant par Torigine soient conju- 
guées harmoniques par rapport aux axes de coordonnées, il faut 
et il suffit que leurs coef^cients angulaires soient égaux et de 
signes contraires. 

POLAIRE D'UN POINT PAR RAPPORT A DEUX DROITES. 

THÉORÈME. 

64. Par un point donné p on mène une sécante quekonque qui 
rencontre en a et a' deux droites données A, A' ; le point p' con- 
jugué harmonique de p par rapport aux points a et a' décrit une 
droite passant par le sommet dei*angle AOA! . 

Soient 

y — ax=^0 y — a'x = /' 

les équations des deux droites 
A, A', leur point de rencontre étant 
pris pour origine, et X|, f/^ les coor- 
données du point p. 

Si nous appelons x, y les coor- 
données du point p\ celles d'un 
point quelconque de la droite pp' auront pour expression 

en exprimant que ces coordonnées satisfont à l'équation de là 




» » 



96 LIVR« II. — CHAPITRB I 

I 
■ 

droite A, on a, pour déterminer la valeur du rapport^ qui cor- 
respond au point â, Téqnation 

on a de même pour le point a! 

fi.' y — a'x 

Les deux points p etp' étant conjugués harmoniques, les deux 
rapports ^ , ^ sont égaux et de signes contraires ; donc les coûr- 

A A 

données du point p' satisfont à Téquation 

y-^ax y --a'x _^^ 
1"-. »'>«. » 



Vi—aXi yx—ax^ 

ce point décrit donc une droite passant par le point O. 

Cette droite est appelée la polaire du point P, et le point P est 
le pôle de la droite Op'. 

Si l'on désigne par m le coefficient angulaire^ de la droite Op 

et par ml celui de la droite Op', on vérifie facilement que l'on a 
la relation 

aal -f- mm' = ^ (a -f a') (m + m'). 

Les quatre droites OA, OA', Op, Op' forment donc un faisceau 
harmonique. 

PROBLÈaSS SUR LA UGNB DROITE. 

THÉORÈME. 

65 . Les trois médianes d'un triangle se coupent en un même point G . 

Nous prendrons pour origine des coordonnées le centre des 
moyennes distances des trois sommets A^{Xi,yi)i A^Ca^jj^j), 
As (^3, y^) du triangle ; noijs aurons 

Al Xi+x^+x^=0 yi+yî+ys=0. 

Le point A'| milieu du côté A| A^ 
a pour coordonnées 

X^ "Y" X^ Xx 



,^'. 



A'' ' -At: 


"'^ 1 s -. 1 - -. » 


Fig. 58. 


[ 2 2 
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réqoatiOD de la médiane Â| A'i sera donc 

OU 

cette médiane passe donc par Toriginei c'est-à-dire par le centre 
des moyennes distances des sommets du triangle ; donc les trois 
médianes passent par ce point. 

THÉORÂUE. 

66. Les trois hauteurs d*un triangle se œupent en un même poîjtt. 

Soient 

Aia; + B|y + C, = AjAs 

Aja; + Bay + Cj = A^A^ 

A^x + B^y-\-Gi = A4A, 

les équations des trois côtés du triangle A| A^ A3. Pour abréger 
récriture, nous représenterons par X, Y, Z les premiers membres 
de ces équations. 

L'équation générale des droitos passant par le point A| est 

• Y + XZ = 0, 
oUy en ordonnant, 

(Aj + XA3)x + (Bt + XB3)î^ + C, + XC3 = 0; 

la relation qui exprime que cette droite est perpendiculaire sur 
le côté A^ A3 est, en supposant les axes rectangulaires, 

Aj Ag-|"^A3 £— -Q. 

Bi Bj-j-XBs 

on en tire 

^^ A,At + B,B, ^ 
A^As + B^Ba' 

par suite, Féquation de la hauteur issue du sommet A| eSt 
(A|A3 + B4B3)Y — (AaA^ + BaB4)Z = 0. 
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En résumé, les équations des trois hauteurs du triangle sont 

(A,A3 + B,B3)Y-(A,A,+B,B4)Z=0 
(A5A,+B5B,)Z-(A3A5 + B3B,)X = 
(A3A, + B3B,)X-(A4A3 + B,B3)Y = 0. 

En flgoulant ces trois équations, on obtient une identité ; donc 
les trois hauteurs concourent. 

THÉORÈME. 

67. Les peiyendiculaires élevées sur les c6iês d'wn triangle par 
leur milieu se coupent en un même point H' . 

Prenons pour origine des coordonnées rectangulaires le centre 
des moyennes dislances des trois sommets P^i{Xxiyi)^%{x<i,y^ 
A3 (^3,^3) du triangle; les coordonnées des miheux des trois 
côtés seront 

^2 "h ^3 ^1 ^3 4"^i ^ ^i"t"^« ^3 

2 """"2 â "■ 2 2 "" ¥ 

y%+y^ ^ Vi y^+yi ^_y^ yi + ya _ ya, 
2 22 22 2 

et les trois perpendiculaires auront pour équation 

(88) {y(yi— y3)+a?(«i— ^8)=-Ç(yt-»8)-§(«i-^3) 
y(yi-yi)+«(^a— a;i)=-^(yt-yi)-§(^«— a^i). 

En ajoutant ces trois équations, on obtient une identité ; donc les 
trois perpendiculaires concourent en un point H'. 

THÉORÈME. 

€8. 1*» Dans un triangle, le centre de gravité G,, le point de con-- 
cours H des hauteurs, le centre H' du cercle circonscrit sont en ligne 
droite. ' 

2* Le point G est situé entre les points U et W; de plus, on a 

GH = 2GH'. 
Conservons les notations du problème précédent; prenons 
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encore pour origine le centre de gravité G et pour axe des x la 
droite GH' . 

Les perpendiculaires élevées sur les côtés du triangle en leur 
milieu coupant l'axe des x 
au même point H' ,les équa- 
tions (33) doivent donner 
pour X la même valeur 
quand on y fait y = 0. 
Comme ces droites 
concourent, il suffira 
de considérer les deux 
premières des équa- An 
tiens (33). Fif. 69. 

En appelant a' Tabscisse du point H', on aura 
(330 







«s X3 "— x^ 

a X| — X3 

Maintenant, les hauteurs du Iriangle issues des sommets Â|, A, 
ont pour équations 

»^l—Ï3) + «(«l— ^S) = »3(yi— »3) + ^9(^l— ^3); 

ces droites rencontrent l'axe des x en des points ayant pour 
abscIfiseB 

j._ y4(y3 — ya) + a;t(a;3 — fl?a) 

X^ ""*" Xa 

^ __ y^iVi — Vz) + ^â(^i — ^3) 

«Z/| """• «C3 

L'équation (SS*) nous montre que x est égal ksi) donc le poin» 
de concours H des hauteurs se trouve sur la droite GH'. 
Si l'on appelle a l'abscisse du point H, on voit que Ton a 

a=:-2a'; 

par conséquent le point 6 est situé entre les pomts H et H', et l'on 

8, en outre, 

GH = 2GH'. 



• t 



iOO 
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QUADRILATÈBE COMPLET. 

On appelle quadrilatère complet la figure formée par un système 
de quatre droites. 

Les quatre droites associées deux à deux se coupent en six 
points qui sont les sommets du quadrilatère. 

Deux sommets non situés sur un même côté sont dits opposés. 

Les droites qui joignent les sommets opposés sont les diago- 
nales ; il y a trois diagonales. 

THÉORiMB. 

69. Dans tout quadrilatère camptetf chaque diagonale est divisée 
harmoniquement par les deux autres. 

J Démontrons, 

par exemple, que 
dans le quadri- 
latère complet 
ayant pour som- 
mets les points 
0,0', A,B', B,A' 
les diagonales 
00', BA' parta- 
gent harmoni- 
quement le seg- 
ment AB'. 
• 

Pour cela, il 
suffit de faire voir 
que les droites 
00',0a',0a;,0y 
forment un fais- 
ceau harmoni- 
que. 
Prenons pour 

axes de coordonnées les côtés OA, OB du quadrilatère, et dési- 
gnons para, a' les abscisses des sommets A et A', par b et t' les 
ordonnées des sommets B et B'. 
Lea équations des côtés AB, A'B' seront 




Fig. 60. 



(84^ 



-+1-1 = 
a ' b 
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et celles des diagonales A'B, ÂB' seront 
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(35) 






a 



On obtiendra les équations des droites 00' et Oa' en formant 
une combinaison homogène des équations (34), puis une combi- 
naison des équations (35), ce qui donne les deux équations 

Les coefficients angulaires des droites représentées par ces 
équations sont égaux et de signes contraires ; par conséquent les 
droites 00', Oa forment avec les droites Ox, Oy un faisceau 
harmonique. 

THÉORÂME. 

70. Daiis tout quadrilatère complet, les milieux des trois diago- 
nales sont en ligne droite. 

En résolvant les équations (34), on obtient les coordonnées du 
point 0' 



x = 



aa'ih'^b) ^ bVia-^-d) 
ab' — ba! *"" ob'—bd ' 



et Ton trouve facilement que les coordonnées des points P, Q, R 
milieux des trois diagonales ont pour expressions 

aa'(b' — b) [rf 

Q 



)2{aft' — fra') 
bb'ia-^a!) 



b 
2 



R 



a 

2 

2 



2(afr'-fra') 

Pour vérifier que les trois points P, Q, R sont en ligne droite, 
formons les coefficients angulaires m et m' des droites QR et PQ; 
on a 

^ V—b , bab'^ba' — b'ia-^a') V^b 

~a' ab' - ba' - a{b' --b)~a'-a" 



a— a' 



les deux coefficients angulaires m et m' étaiit égaux, les droites 
QR et PQ coïncident. 



THEOREME. 



71. Les trois sommets d'un triangle ABC glissent sur trois droites 
concourante^ ; deux de ses côtés AG, BC passent par deux points 
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fixes P(a:,,yi), R(Tj,ya); démontrer que le troisième côlé AB 
passe par un point fixe. 

s. ^s Preoone pour axes do coor- 

données les droites OA, OB, et 

soit 

yz=mx 

l'équation de la droite OC; si 
Ton désigne para l'abscisse va- 
riable du point G| soaordonnte 
Fij. 61. ' sera m t. 

Les droites AG, BC ont pour équations 




x-^x^_ y-y^ 



x — ^i ^ y—V i . 
a — a:, ma — yi' 



oL — x^ m% — y^ 

en faisant 2^ = clans la première de ces deux équations et â; = 
dans la seconde^ on obtiendra l'abscisse du point A et l'ordonnée 
du point B : 



J = a 

yj — ma 



y — ■ «• 



a — Xa 



L'équation de la droite AB sera donc 



X V, — ma y a — X, 



a y^ — mx^ a yi — mXi 



1 = 0, 



OU bien 



(36) 



^Ky^ — mx^ yi — mx^"/ 
\y% — ^rix^ y, — ma;/ ) 



Cette équation ne contient qu'un seul paramètre variable -au 

(X 

premier degré; donc la droite AB qu'elle représente passe par ua 
point fixe S. 
Les coordonnées du point S sont définies par les équations 



— m 



y^ — mx^ 

y^ 



x-]- 



x^ 



1 



y^^-mx^ 

X, 



y^—mx^ yi— ma?| 



y-l=0 
y = 0- 
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I>a première de ces équations s'obtient en faisant a = oo dans 
réqualion (36) ; elle correspond au cas où le point C s'éloigne à 
l'infini sur la droite OC; la position que prend alors la droite AB 
est facile à construire, car les côtés BG, ÂG du triangle mobile 
ODïncident alors avec les parallèles RA', PB' menées par les 
points R et P à la droite OG. 

La seconde équation s'obtient en faisant a = dans l'équation 
(36); elle correspond au cas où le point G coïncide avec l'origine. 

On pourrait construire la position que prend alors la droite 
AB; mais, pour avoir une seconde droite passant par le point S, 
il vaut mieux remarquer que quand le point G coïncide avec le 
point Gi intersection des droites PR et OG, le côté AB coïncide 
lui-même avec PR. Le point S se trouve donc à l'intersection des 
droites PR et A'B'. 

EXEaCICBS. 

1. Le sonamet d*un triangle. le poiat de coDcours des bissectrices inté- 
rieures et le point de concours des bissectrices des angles extérieurs adja- 
cents à la base sont en ligne droite. 

2. Si deux triangles sont tels, que les perpendiculaires abaissées des som- 
mets du premier sur les côtés du second se coupent en un même point; 
réciproquement, les perpendiculaires abaissées des sommets du second sur 
les côtés du premier se couperont en un même point. 

3. Si, par les sommets d'un triangle, on mène trois droites se coupant en 
un même point, 4es symétriques de ces droites, par rapport aux bissectrices 
des angles correspondant à ces sommets se couperont aussi en un même 
point. 

4. Sur deux droites rectangulaires o^, o y on construit un rectangle variable 
ayant un périmètre donné 2a; la perpendiculaire abaissée du sommet C sur 
la diag inale AB passe par un point fixe. 

5. Les polaires d*un même point relatives aux trois angles d'un triangle 
▼ont rencontrer, respectivement, les côtés opposés en trots, points situés en 
ligne droite. 

6. Les polaires d*un point relatives à deux angles d'an triangle se coupent 
sur la droite qui joint ce point au sommet du troisième angle. 

7. Si d'un point on conduit des rayons aux trois sommets d'un triangle, 
les droites menées par le même point perpendiculairement à ces rayons, iront 
rencontrer les côtés opposés en trois points situés en ligne droite. 

8. Si, des sommets d'un triangle, on abaisse sur les côtés opposés des 
obliques sous des angles ayant leurs bissectrices parallèles à une même droite, 
les trois obliques passeront par un même point. 

9. Étant pris un point dans le plan d'un triangle, si l'on mène les bissec- 
trices des angles bous lesquels on voit de ce point les trois côtés du triangle, 
et les bissectrices des suppléments de ces angles : 
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!• Les trois bissectrices des suppléments rencontreront les côtés opposés, 
respecUvement, en trois points situés en ligne droite. 

2- Les bissectrices de deux des trois angles et la bissectrice du supplément 
du troisième, rencontreront aussi les trois côtés opposés respectivement, en 
trois points situés en ligne droite. 

10. Étant donnés un triangle et un point 0, les trois points situés respecU- 
vement sur chaque côté, et tels que les segments joignant ces points aux 
sommets opposés sont vus du point sous un angle droit, sont en ligne 

droite. . 

H. Les trois sommets d'un triangle ABC glissent sur trois droites taes 
non concourantes; deux de ses côtés AG, BC passent par deux pomts tees 
P, R; comment doivent Être placés les deux points P et R pour que le côté AB 
passe lui-même par un point fixe. . . 

12. Quand deux côtés opposés d'un quadrilatère sont rectangulaires amsi 
que les deux diagonales, les deux açitres côtés opposés sont aussi rectangu- 

laires. 

13. Condition pour que les droites représentées par les équations 

Aaf-|-Cy«4-2Ba:y=rO A'a5« + C'y'4-2B'«y = 

forment un faisceau harmonique, las droites conjuguées étant représentées 

par la même équation. j x •• 

14. Condition pour que les droites représentées par la seconde équation 
partagent en deux parties égales les angles formés par les droites que reprc- 

sente la première équation. 

15. Deux triangles ABC, A'B'C sont tels, que les droites AA , BB , LO con- 
courent en un mCmo point; démontrer que les points de rencontre des côtés 
(AB, A'B'), (BC.B'O, (CAjCAO sont en ligne droite 
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CIRCOIKFÉREIVCE. 

ÉQUATION DE LA CIRCONFËRENCE EN COORDONNEES OBLIQUES. 

72. La circonférence est une ligne plane dont tous les points 
sont également distants d*un point appelé centre. 

Cette définition conduit immédiatement à l'équation de la cir- 
conférence. 

Soient Xq^ i/q les coordonnées du centre, R le rayon de la cir- 
conférence, et Xf y les coordonnées d'un point quelconque de 
cette circonférence; son équation sera 

(1) (a:-Xo)* + Q^-î/o)' + 2(a:-a:o)(y-yo)cose-.R« = 0, 
ou, en développant, 

(2) j;« + y« + 2a:i^cose— 2(xo + »ocosd)a; — 2(a;ocose+j/o)î/ 

+ ^o* + yo' + 2xoyocose — R«!=0. 

Quand la circonférence varie, les coefficients qui changent dans 
réquation (2) sont ceux des termes du premier degré, et le terme 
tout connu. L'équation d'une circonférence est donc de la forme 

(8) x* + y^ + 2xycosb + 2D^x + 2E^y + F^ = 0, 

Tangle des axes étant 6. 

Réciproquement, toute équation de la forme précédente repré- 
sente en général une circonférence, pourvu que l'angle des axes 
•oit 0. 

En effet, en identifiant les équations (2) et (3), on obtient les 
trois relations 

(^a+yocose+D4=© 

^^ (a:oCOsô + yo + E4=0 

(5) «o' + î/o* + 2a:oyoCOs6-R««=:Fr, 

ces trois équations contiennent trois inconnues Xq, y^elTi; doao 
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l'identification des équations (2) et (3) sera en général possible. 

Il faut maintenant examiner si les équations (4) et (5) donneront 
toujours pour Xq, y©» R des valeurs admissibles. 

Équations du centre. — Lés équations (4) qui déterminent le 
centre de la circonférence sont appelées les équations du centre; 
elles sont toujours compatibles, car le déterminant des inconnues 
^0) Vo ^^^ sin^O, quantité qui n'est pas nulle. 

Représentons par /"(x, y) le premier membre de l'équation (3) ; 
on vériP.e san$ difficulté que les équations du centre sont 

Règle. — Pour former les équations du centre^ il suffit d'égaler 
à zéro les dérivées partielles de Véquxition de la circonférence. 

Détermination du rayon, — On peut remplacer Téquation (5) 
par une autre plus simple; pour cela, il sufiit d'y ajouter jes 
équations (4) respectivement multipliées par — Xq, — yo î on 
obtient ainsi l'équation 

Pour obtenir le rayon, on éliminera Xq^ yo entre les équations 

i^o + yoCOs6 + D4 = 
j;oCos6 + yo + Ei = 
D,Xo + E^yo + F^ + R^ = 0. 

On sait qu'il faut pour cela égaler à zéro le déterminant complet 
des équations (6), ce qui donne 

1 cosô D, +0 
cosO 1 E|4-0 =0, 
D4 Ej F^+W 



+ R«sin«Ô = 0. 



ou 

1 cosO D| 

cosO 1 E| 

D, E, F, 

Si la dernière équation donne pour R une valeur réelle, l'équa- 
tion (3) représente un véritable cercle. 

Si cette équation donne pour R une valeur nulle, l'équation (2) 
ne sera vérifiée que par les coordonnées du centre G; on dit que 
la circonférence se réduit à un point. 

Enfin si on trouve pour R une valeur imaginaire, l'équation (3) 
n'est vérifiée par les coordonnées d'aucun point du plan; on dit 
alors qu'elle représente une circonférence imaginaire. 
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Remarque . — On peut former facilement l'équation 

J),Xo + E,yo + F, + R^ = 0. 

Rendons homogène réqualion (3) en y remplaçant x et y psr 

- et - , puis en chassant le dénominateur s* ; si nous appelons 

^i^^Vi^) lô premier membre de l'équation (8) ainsi modifiée, 
nous aurons 



et 






l'équation considérée peut donc être écrite de la manière suivante: 

pourvu que dans l'expression (p^ on fasse %^:s=l. 
Dans la pratique, on n'introduit pas la fonction ^iXfy,%), on 

convient de substituer au symbole jcp^ le symbole rf*2o ; cette 

substitution ne présente aucun inconvénient quand on a défini la 
fonction <f{x,y,z). 

En résumé, on obtiendra le rayon en égalant à zéro le déter* 
minant des quantités x, y, z dans les équations 



2 



Construction du centre. — Dans les équations (4) regardons Xq 
et yo comme des coordonnées 
courantes ; ces équations re- 
présenteront deux droites 
passant par le centre. 

La première est perpen* 
diculaire sur Taxe des x et 
le rencontre en un point A 
ayani; pour abscisse — D| ; la 
seconde est perpendiculaire 
sur Taxe des y, et le ren- q, 
contre en un point B ayant pig. es. 

pour ordonnée — E|. De là résulte la construction suivante; 
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On prendra sur Vaxe des x un point A ayani pour abscisse la 
moitié du coefficient de x dans Véquation (3) pris en signe con- 
traire, et sur Vaxe des y un point B ayant pour ordonnée la moitié 
du coefficient de y pris en signe contraire. 

Les perpendiculaires menées par le point A à Vaxe des x, par le 
point B à Vaxe des y se couperont au centre C de la circonférence. 

COIWDITIONS POUR QUE L'ÉQUATION GÉNÉRiiLE DU SECOND 
DEGRÉ REPRÉSENTE UNE CIRCONFÉRENCE. 

73. L*équation générale du second degré à deux variables est 

pour qu*elle représente une circonférence, il faut quon puisse 
l'identifier avec l'équation (3) ; les relations d'identification sont 

(7) A_o_^^-g--g--p-; 

Ces relations au nombre de cinq contiennent trois indéterminées 
D|y Ë|, F|, et l'on aura les deux relations qui doivent lier les coef- 
ficients AyB, G/D,E, F, en éliminant les trois indéterminées 
entre les équations (7). Cette élimination est toute faite, car les 
trois premières fractions, dans les équations (7), ne contiennent 
pasDi,E4,Fi. 

Les conditions cherchées sont donc 

A=C= ® 



cosO 



THÉORÂlfS. 

Pour que V équation du second degré à deux variables représente 
une circonférence, il faut et il suffit : 

!• Que les coefficients des carrés x* et y^ soient égaux. 

2* Qu'après avoir divké Véquation par ces coefp^nents égaux, 
le coefficient du rectangle xy soit égal à 2 cosO. 

ÉQUATION DU CERCLE EN COORDONNÉES RECTANGULAIRES. 

Quand les coordonnées sont rectangulaires, l'équation (1) de- 
vient 
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et, en développant, 

(2') x» + y«-2^aaî-2yoy + ^; + »;-R2 = 0; 

C'Olte dernière équation est de la forme 

(3') a;« + y« + 2Dia; + 2E4y + Fi = 0. 

Ëqnations du centre. — En représentant par f{x, y) le premier 
membre de l'équation (3'), les équations du centre sont 

jAo = ^o + Di = 0.' 

Remarque. — Quand les axes de coordonnées sont rectangu- 
laires, et que les coefficients des termes en x^ et en yj^ sont égaux 
à l'unité, on obtient les coordonnées du centre en prenant avec 
un signe contraire la moitié des coefficients des termes du 
premier degré dans Téquation de la circonférence. 

Rayon. — Pour avoir le rayon, il suffit de remplacer rco et y© 
par leurs valeurs tirées des équations (4'), dans Téquation 

iAo + R* = Di^o + E,yo + F, + R« = 0. 

L*équation qui donne le carré du rayon est donc 

ConditioBB pour que l'équation générale da seeond degré repré- 
sente nne elreonférenee, les axes des coordonnées étant ree- 
tangnlalres. 

74. En identifiant Féquation générale du second degré avec 
réquation (3'), on obtient les relations suivantes : 

A_C_B_D_E_F^ 
l""i ^Ô""D^""E|""F/ 

Les conditions cherchées sont donc 

A = C B = 0. 
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THÉORim. 

Pour que V équation du second degré à deux variables représente 
une circonférence, les axes de coordonnées éknU rectangulaires 
il faut et il suffit : 

!• Que les coefficients des carrés sfi et y* soient égaux. 

2^ Que le terme en xy manque dans V équation . 



ÉQUATION DE LA CIRCONFÉRENCE RAPPORTÉE A DilTERS 

AXES PARTICULIERS. 

75. 1® Le centre est à l'origine. — L'équation de la circonfé- 
rence est 

«• + y« + 2.rycose — R« = 

en coordonnées obliques, et 

quand les coordonnées sont rectangulaires. 

2^ Vaxe des x est un diamètre, 
Paxe des y une tangente à V extré- 
mité de ce diamètre. 

Les coordonnées du centre 
sont ( +. R et 0) ; par suite, Fé- 
quation de la circonférence est 

(j;4:R)« + »»-R« = 0, 
ou bien 
Fij.68. a;« + î^4:2Ra;=0, 

ÉQUATION DE LA TANGENTE A LA CIRCONFÉRENCE. 

Définition. — On appelle tangente en un point A d'une courbe 

la limite des positions que prend 
une sécante qui tourne autour du 
point Â, jusqu'à ce qu'un second point 
d*intersection vienne se confondre 
avec A. 

Une droite rencontrant une circon- 
Fig. 6i. férence en deux points, on exprimera 

qu'une droite touche une circonférence au point A, en écrivant 
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qu^elIe rencontre la courbe en deux points confondus avec A. 

Soient (X|,yi) les coordonnées du 
point A, et (x, y) celles d*un point quel- 
conque M de la sécante AB ; on sait que 
les coordonnées a, p du point B où la 
sécante rencontre une seconde fois la 
circonférence peuvent être représentées 
par les formules 

^^i + i^^ ^ _ ^yt + t^y . 

* = — Ta" P — -^ i_ > Fie. 65. 

ces formules rendues homogènes deviennent 




iXi + i^x ?^yi + {Ay >2i + f*»' 

pourvu que Ton convienne de faire % = Zi^=^ = i dans les 
résultats que nous allons obtenir. 
Cela posé, soit 

(8) f(x,y,2) = 

réquatiun de la circonférence, rendue homogène. 

On obtiendra les coordonnées du point B en remplaçant dans 
réquation (8) x, y eiz par les quantités Xxi + l*^> ^Vi + f^y» 
>2|4-{iL2, auxquelles elles sont respectivement proportionnelles 
et faisant ensuite z = 2| = y = ^ ^^^^ l'équation 

ainsi obteaue. 

D'apiès ce qui a été vu en Algèbre, Téquation précédente déve- 
loppée est 

(9) xv(x„»„af,) + X|x(xrx.+yry.+»/;.) + i^V(a^,y.«)=0- 

Les racines de Téquation (9) sont les valeurs du rapport^ qui 

correspondent aux points d'intersection de la droite AB avec la 
circonférence. 
Pour que les deux points d'intersection se confondent avec le 

point A, il faut et il suffit que l'équation (9) donne pour ^ deust 
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valeurs nulles. Or, puisque le. point M^it Vi) est sur la circon- 
férence, le oefflcient de X* est nul quand on y fait ^i = 1 ; Tune 

des racines de Téquation (9) résolue par rapport à ^ est donc 

nulle; pour que la seconde racine soit nulle, il faut et il suffit 
que l'on ait la relation 

Si dans cette équation on fait s; = 2| = 1, elle représente une 
droite coupant la circonférence en deux points confondus avec 
le point A; elle représente donc la tangente AT. 

PROBLÈME. 

76. Par un point donné P(aro, yo)» wiener une tangente aune 
circonférence. 

Prenons pour inconnues les coordonnées x^y du point de 
^ contact; en représentant par X, Y les 

coordonnées courantes, Téquation de 
la tangente sera 

Si Ton exprime que cette droite passe 
par le point P, on a, comme relation de 
condition, 

(10) Xofs + yory+^oU = 0, 

où Ton doit toujours faire z = ZQ = i. 
Fiff. es. Cette équation, jointe à l'équation 

de la circonférence, détermine les inconnues x et j^. 

77. Corde de contact. — La fonction f{x,y,z) étant du secojid 
degréj on vérifie facilement que Féquation (10) peut être écrite 
de la manière suivante : 

(10') «r*o+yrro+2rso=o. 

Dans cette équation, faisons 2 = j5o = ly et regardons x et y 
comme des coordonnées courantes; elle représentera une droite 
passant par les points de contact des tangentes issues du point P, 
puisque Téquation (10') est satisfaite par les coordonnées de 
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ces points de contact. Les points de contact inconnus seront donc 
les points d'intersection de cette droite avec la circonférence, et 
l'on voit que du point P on peut mener à la circonférence deux 
tangentes qui peuvent être réelles, confondues ou imaginaires. 
La droite représentée par réquation (10') passant par les deux 
points de contact A et B est la corde de contact des tangentes 
issues du point P. 

78. Nous allons maintenant supposer la circonférence rapportée 
à deux diamètres rectangulaires; son équation rendue homogène 
est 

L'équation de la tangente en fonction des coordonnées du point 
de contact sera 

Équation de la tangente en fonction du coefficient angu- 
laire. — Soit 

y=ifnx-{-r 

réquation d'une droite; la circonférence étant toujours rapportée 
a deux diamètres rectangulaires, les abscisses des points où la 
droite rencontre la circonférence seront données par Téquation 

a;«+(waî + r)« — R*=0, 

ou, en développant, par l'équation 

(l+ni«)x« + 2mrj; + r«-R*t=0. 

On exprimera que la droite est une tangente en écrivant que 
les racines de l'équation précédente sont égales, ce qui donne 
la relation de condition 

r = rVÏ + w?. 

L'équation de la tangente à la circonférence en fonction du 
coefficient angulaire est donc 

y =mx ± R V^ + wi*- 

Autre forme de l'équation de la tangente. — Lorsque l'on 
fait varier a, toutes les droites représentées par l'équation 

«cosa-f-ysina — R = 0, 

8 
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restent à une distance R dé rorigin.e; elles sont donc tang^entes à 
la circonférence qui a pour équation 

Équation quadratique des tangentes menées d*un point 

à une circonférence. 

79. On appelle ainsi Téquation du second degré qui représente 
f^^ les deux tangentes menées par un point 

donné P (Xq, ^q) à une circonférence. 
Représentons par 

ré(]uatton de la circonférence, rendue ho- 
mogène ; par x ely les coordonnées d'un 
point quelconque M d'une sécante passant 
Fi;. C7. pai' le point P. Pour avoir les coordonnées 

des points A et B, où cette sécante rencontre la circonférence, 

il faudra résoudre par rapport à ^ Téquation. 

puis substituer les valeurs obtenues dans les formules 

après avoir fait 2==;^=;= 1. La sécante deviendra une tangente 
si les deux valeurs de f sont égales, c'est-à-dire si l'on a 

A 

Quand on fait z=zo = i^ Téquation précédente qui est du second 
degré est satisfaite par les coordonnées d'un point quelconciue 
des tangentes issues du point P; elle est donc l'équation de ces 
deux tangentes. 

POLE ET POLAIRE. 

THÉORÈME. 

80. Par un point donné piXo^yo) on mène une sécante quelconque 
qui rencontre en a et a' utie circonférence donnée, le point p' con- 
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ingué harmonique de p par rapport aux points a, a' décrit une 
droite. 



Soient 

réqualion rendue homogène de la circon- 
férence, et X, y les coordonnées du point 
p'. Pour avoir les coordonnées des points 
a, a! où la sécante pp' rencontre la cir- 
conférence, il faudra résoudre par rapport 

à!^ l'équation. 




FIf . <)3. 



>V(Xo, tfo,^ + >t* (^rx. + yf'.j, + zf,,) + is.^rix,y,z) =0. 

Pour que les deux points p eip' soient conjugués harmoniques 
par rapport aux points a et a' y il faut et il suffit que l'équation 

précédente donne pour ^ deux valeurs égales et de signes con- 

traires: les coordonnées du point p' satisfont donc à Téciuation 

dans laquelle on fait 2 == «^ s 1 ; or cette équation représente une 
droite. 

Cette droite est appelée la polaire du point p, et le point p est 
dit le pôle de la droite. 

Remarque. — Quand le pointp est extérieur à la circonférence, 
sa polaire coïncide avec la corde de contact des tangentes issues 
du pointp. 

Pour expliquer ce résultat, il sufAt de remarquer que, les 
points a et a' venant à coïncider, le point p* situé sur le segment 
aa coïncide avec eux. 



AXE RADICAL. - CENTRE RADICAL. 

THÉORÂME. 

81. Si par un point P(jro,yo) ^^ ^^'^^ ^^^ sécante rencontrant 
une circonférence aux points A et B, le produit PA X PB reste 
constant auand la sécante pivote autour du point P. 
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Nous commencerons par donner une relation dont nous ferons 

fréquemment usage. 

Soit f(x,y) une fonction du second 
degré à deux variables, en développant 
la fonction 




Fig.^i! — ^ d'après une règle établie en Algèbre, on a 

en représentant par <p(â;,j/) Tensemble des termes du second 
degré dans la fonction f(x,y). 

Gela posé, menons par Torigine des coordonnées une parallèle 
oD à la sécante PAB, et, sur cette parallèle, prenons une lon- 
gueur oD égale à Tunité; si a,p sont les coordonnées du point D, 
celles d*un point quelconque }A{x,y) de la sécante seront données 
par les relations 

x = xo + ^(i y=yo + 9p; 

la valeur absolue de p représentant la distance PM. 
Soit maintenant 

f{x,y)=^x^+1/^ + 2xycos(i+2J)^x+2E^y-\-F^=0 

l'équation de la circonférence, en y remplaçant x et y par les 
valeurs précédentes, on obtient Téqualion 

P«(«' + ?* + 2apcosO) + p(a/i. + p/Vo) + r(^o>»o) = 0, 
qui se réduit à la forme plus simple 

(il) p*+p(«rx.+pry.)+r(aîo,yo)=o, 

puisque l'on a 

a«J|-p« + 2apC0se = ÔD' = l. 

Les racines de Téquation (11) représentent les segments PA, 
PB ; donc on a 

PAXPB = f(Xo,yo), 

valeur indépendante de la direction de la sécante. 

Remarque. — Les segments PA et PB sont de même signe 
quand le point P est en dehors de la circonférence; ils sont de 
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signes contraires quand le point P est intérieur à la circonfé- 
rence; dans le prennier cas le produit PAXPB est positif, dans 
le second cas il est négatif. 

Définition. — Le produit constant PAXPB a été appelé par 
Steiner la puissance du point P par rapport à la circonférence. 

Quand le point P est en dehors du cercle, sa puissance est égale 
au caiTé de la longueur d'une des tangentes issues de ce point. 

THÉORÀME. 

82. Les points d'égale puissance par rapport à deux circonfé- 
rences sont situés sur une droite appelée axe radical des deux cir- 
conférences. 

Soient 

A=a:* + y* + 2a:ycose — 2fla; — 2a'y + a = 
B = x« + y« + 2^ycos6 — 2tx — 2fr'î/ + p = 

les équations des deux circonférences dont nous désignerons les 
premiers membres par A et B. 

Les puissances d'un point M du plan par rapport aux deux 
circonférences ont respectivement pour expressions A et B ; 
ces puissances étant égales par hypothèse, on a la relation 

A — B = 0, 
c'est-à-dire 

2(6 — a)«-|-2(t' — (y/)y4-a — {5 = 0; 
or, cette équation représente une droite. 

Règle. — On obtient V équation de Vaxe radical de deux circon- 
férences en retranchant membre à membre les équations de ces 
deux courbes. 

Cette règle suppose que, dans les deux équations, les coef- 
ficients des termes du second degré ont été rendus égaux entre 
eux, ce qui est toujours possible. 

THÉORÈME. 

83. L'axe radical de deux circonférences coïncide avec la corde 
qui leur est commune. 
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En effet, les coordonnées des points de rencontre des deux 
circonférences satisfaisant aux deux équations 

A = B = 

satisfont également à Téquation 

A — B=0. 

Remarque. — En prenant pour axe des x la ligne des centres 
des deux circonférences, et pour axe des y une perpendiculaire 
sur celte ligne, l'équation de l'axe radical dans laquelle on doit 
faire a! =b' = devient 

2(ft — a)x + a — p = 0. 
L'axe radical est donc perpendiculaire sur la ligne des centres. 

thAorsiib. 

84. Les axes radicaux de trois circonférences associées deux à 
deux se coupent en un méine point. 

Soient 

A = B = C = 

les équations des trois circonférences; les axes radicaux de ces 
circonférences associées deux à deux ont pour équations 

A — B = B-G = G — A = 0. 

En ajoutant ces trois équations, on obtient une identité; donc 
les droites qu'elles représentent passent par un même point. 
Ce point est appelé centre radical des trois circonférences. 

Équation générale des circonférences qui, associées deux 
à deux, ont pour axe radical une droite donnée. 

85. Soient 

D = 

l'équation de la droite donnée, et 

A = B = 0, 

celles de deux circonférences ayant pour axe radical la droite D. 
Leur axe radical a pour équation 

A — B = 
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par suite, les deux fonctions A — B et D ne doivent différer que 
par un facteur constant, et Ton a identiquement 

A — B = XD, 
d'où 

B=A — XD. 

L'équation cherchée est donc 

A — XD==0, 

A étant le premier membre de Téquation d'une circonférence et 
P une fonction du premier degré. 

Remarque. — On a souvent à résoudre des problèmes dans 
lesquels on doit considérer simultanément deux circonférences; 
dans ce cas^ il est quelquefois avantageux de prendre pour axe 
des X la ligne des centres et pour axe des y Taxe radical. 

L'équation de la circonférence A étant 

celte de la circonférence B sera 

86. Points limites. — Considérons une série de circonférences 
ayant le même axe radical; en prenant cette droite pour axe des y 
et la ligne que décrit leur centre pour axe des Xj Téquation de 
ces circonférences sera 

«* + y* — 2aa; + a=0, 

a étant une constante et a un paramètre variable. 
L'équation précédente peut être mise sous la forme 

{x — a)^-\-y^r=^a^ — a; 

donc, parmi les circonférences de la série, il y en a deux qui se 
réduisent à des points L etL'; ces circonférences particulières 
correspondent aux valeurs suivantes du paramètre a : 

Les deux points L et L' ont été appelés par Poncelet points 
limites; ils sont situés sur la ligne des centres et symétriques 
par rapport à Taxe radical commun. 
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Les deux points limites L et L' sont réels ou imaginaires, suivant 
que a est positif ou négatif, c'est-à-dire suivant que les circonfé- 
rences ne coupent pas ou coupent Taxe radical. 

Construction des points limites . — La puissance de Forigine o 
par rapport à toutes les circonférences est constante et égale a a; 




a?^ 



ng. 70. 

on obtiendra donc les points limites en menant du point o une 
tangente oA à Tune des circonférences et en prenant ensuite sur 
Taxe des x des longueurs oL = oL' = oA. 

Remarque. — On vérifie facilement que la puissance d'un 
point fixe pris sur l'axe radical, par rapport aux circonférences 
de la série, est constante. 

THéORÈME. 

Les polaires des points limites par rapport aux circonférences de 
la séiHe sont fixes, 

. En effet, les coordonnées des points limites étant 
les équations de leurs polaires scrunt 

ou bien 

(± V« — a) (a;± v^â)=0, 



ou enfin 



x±\/a=0. 
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Ainsi la polaire d'un point limite par rapport aux circonfé- 
rences est fixe; c*est une parallèle à l'axe radical commun menée 
par l'autre point limite. 

Équation d'une circonférence passant par trois points donnés. 

87. Soient Ai{x^,yi) A, (a:,, y,) A.^{x^,yz) les trois points 
donnés ; les axes étant rectangulaires, Téquation de la circonfé- 
rence cherchée sera 

(12) a;« + y« — 2a« — 2a'y-f a = 0, 

et les trois relations de condition seront 

«* + y* — 2ax4 — 2a'j| + a = 

(18) ic* + yj-.2ax,-2a'y, + a = 

^l + yl — ^^^s-^a'y^ + oL = 0. 

Il faut, des équations (13), tirer les valeurs des inconnues a^c/^ti 
et les porter dans Téquation (12) ; cela revient à éliminer a, a', a 
entre les équations (12) et (13), ce qui donne Téquation 



(1*) 



0^ + !/' 
s I s 



X 

«s 



y 
y^ 

y» 



1 
1 

1 

1 



=0, 



laquelle représente la circonférence passant par les trois points 

A|»Aj,A3. 

Le coefficient de a:' + y' ^^"^ Téquation .(14) est 

^« Vi 1 

cette équation sera donc du second degré tant que le déterminant 
précédent ne sera pas nul, c'est-à-dire quand les trois points ne 
seront pas en ligue droite. 

Quand les trois points sont en ligne droite, l'équation (14) s'a- 
baisse au premier degré et représente la droite A| A^Ag. 

Pour que l'équation (14) devienne une identité, il faut et il 
suffit Que deux des trois points A|,As, A3 coïnciileut. 
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D'abord l6 coefBcient do x^-^j/* devant être nul, les trois 
points Âi^Â^fAs sont en ligne droite; pour simplifier les calcals, 
nous prendrons cette droite pour axe des x et le point A^ pour 
origine; Téquation (14) devient alors 

X. Xm 



X. 



Xç 







= 0; 



dans cette équation les coefflcients de a;*-|- j^ et de x sont nuls; 
en exprimant que le coefficient de y est nul, on obtient la relation 



= 



X. 



X. 



Xa 



Xc 



— ^i ^J \^i ^t)» 



on y sntisfait en posant 

x^-=Q ou x^=^Q ou Xi=^x^. 

Dans le premier cas, le point A| coïncide avec A3; dans le 
deuxième, le point A^ coïncide avec A^; dans le troisième, les 
points A| et A^ coïncident. 

Remarque. — Pour vérifier la proposition précédente, on 
aurait pu ne pas particulariser ]es axes. Les trois points A|, A,, Aj 
étant en ligiie droite, on posera 

en substituant ces valeurs dans les coefflcients des termes 
en a:, y, ^* + î/' ^^ <^SLns le terme tout connu de l'équation (14), 
annulant les résultats, on trouvera l'équation p2f3(pt — P3) = 0. 
Nous ne développepons pas les calculs que nous venons d'in- 
diquer. 

88. Théorème de Luchterhand (Jonmal de Grelle, t. XXm). 
— La relation qui exprime que quatre points Af , A^, AsyA^ sont 
sur une même circonférence est 



<+y\ 


«1 


Vi 


1 


«î+ffj 


a« 


Us 


1 


^\+y\ 


<h 


ys 


1 


ip'+yî 


«4 


y* 


1 



=0. 
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Les éléments de la première colonne représentent les carrés 
des dislances des points à l'origine, et les mineurs relatifs à ces 
éléments sont, au signe près, égaux aux doubles des aires des 
triangles AJA3A4, A3A4A1, A^AiA,, AjA^Ag; nous désigne- 
rons ces aires par 84,8,, 83,84. 

En développant le dernier déterminant par rapport aux élé- 
ments de la première colonne, nous aurons la relation 



(15) 



ÔÂ^.84— ÔÂJ.S, + ÔÂJ.88 — oA'.84 = 0, 



qui conduit au théorème suivant : 

Théorème. — Dans tout quadrilatère inscriptiblef si l'an mul- 
tiplie le carré de la distance d*un sommet à un point quelconque 
du plan par l'aire du triangle formé par les trois autres sommets, 
la somme des produits relatifs aux deux triangles ayant pour base 
une même diagonale est égale à la somme des produits relatifs aux 
deux triangles ayant pour base Vautre diagonale. 

Relation entre les distances mutuelles de quatre points 
situés sur une même circonférence. 

> 

89. Faisons coïncider successivement le point avec les 
points A|, A), A3, A4 en appliquant chaque fois la relation (15), 
nous obtiendrons les quatre équations suivantes: 

-<S,+d^S3-d;84 = 
<S, + d'83-(^84 = 
<S,-d^S,-dJS4 = 
<84-d*8, + dj83=0.. 

On a représenté par i. le carré de la distance des points A| et Ay. 
En éliminant 8|, 82, 83, 84 entre les équations (16), on obtient 
réquation 
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= 0, 
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. qui lie les distances mutuelles de quatre points situés sur la 
circonférence. 
Il est évident que Ton a 

La relation précédente a été donnée sous une autre forme par 
Feuerbach ; elle a été obtenue sous la forme d'un déterminant par 
M. Cayley. 

Équation des circonférences conpant orthogonalement 

deux circonférences données. 

w 

90. On dit que deux circonférences se coupent à angle droit 

quand les tangentes au point d'intersection sont perpendiculaires. 

Il est facile de trouver la condition nécessaire et suffisante 

pour que deux circonférences 
secoupent à angle droit, ou, ce 
qui est la même chose, soient 
orthogonales. 

Soi t M le point où les deux cir- 
conférences Â etO secoupent à 
angle droit, les rayons AM, OM 
perpendiculaires sur les tan- 
gentes seront perpendiculaires 
^i' ''f • entre eux, et le triangle rec- 

tangle ÂMO donnera la relation 

A(5*=âm'4-ï3M*. 

Théorème. — Pour que deux circonférences soient or thogonàleSf 
U faut et il suffit que le carré de la distance des centres soit égal 
à la somme des carrés des rayons. 

Nous allons traduire analytiquement cette propriété géomé- 
trique. 

Les axes étant supposés rectangulaires, les équations des deux 
circonférences seront 




en posant 



:gfi^y^^2ax — 2a'y4-a = 
sfi + y«— 2a*oX— 2yoy+ X =0, 

= a« + a'*-R« l = xl+yl-^K 
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t 

D'après le théorème précédent la relation qui exprime que les 
deux circonférences sont orthogonales sera 

(a:o-a)* + (yo-a')* = R« + p^ 
ou, en développant, 

(17) 2axo4-2a'yo = « + >. 

Application. — Les centres des circonférences coupant à 
angle droit deux circonférences données KetB sont situés sur Vaxe 
radical des circonférences AetB. 

Prenons pour axe des x la ligue des centres des circonférences 
A et B, et pour axe des y leur axe radical; elles auront pour 
équation 

«• + »« — 2ax + a = a;«+y« — 26x + a = 0. 
Soit 

m 

l'équation de la circonférence 0; comme elle coupe à angle droit 
les circonférences A et B, on aura les deux relations 

2axo = X + ot 2bxQ = X + « ; 
on en tire 

{a — b)Xo=^0, 

c'est-à-dire 2ro = 0; donc les centres des circonférences variables 
se trouvent sur Taxe radical des circonférences A et B. 

Équation de la circonférence coupant orthogonalement 

trois circonférences données. 

91. Soient 

A=x^-{-y^ — 2axz — 2a'y% + aL7fl==0 
B = x^ + }/^ — 2bxz — 2b'yz + p7fl = 
C = x^'\-y^^2cxz—2c'yz-{-^z^ = 

les équations des circonférences données, rendues homogènes, et 

U = x9 + î/« — 2a:oira — 2yoya + ^2*=0 

réquation de la circonférence cherchée, rendue également homo* 
gène. 
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Ëa exprimant que la circonférence U coupe orlhogoualemeut 
les circonférences A^B^C on a les trois relations 

(18) A — 2frXo — 2&'yo + P = 

X — 2cXo — 2c'yo + ï = ^• 
Pour avoir Téquation de celle circonférence, il faut tirer des 
équations (18) les valeurs de X^Jo^î^o et -les porter dans Téquation 
U = 0; cela revient à éliminer X,j*o,yo entre cette équation et les 
équations (18); le résultat de celte élimination est 



= 0; 



celle équation, dans la(iuelle on devra faire 2=1, est celle de la 
circonférence cherchée; on peut lui donner une forme plus simple 
et qui mérite d'être signalée. 

Multiplions par z les éléments de la quatrième colonne du dé- 
terminant précédent, et aux résultats ajoutons les produits des 
éléments de la seconde colonne par — x, et les produits des 
éléments de la troisième colonne par — y, nous aurons Féiuation 



= 0. 



Dans le nouveau déterminant ajoutons : i'' aux éléments de la 
seconde colonne multipliés par — % ceux de la première colonne 
multipliés par x\ 2^ aux éléments de la troisième colonne multi- 
pliés par — % ceux de la première colonne multipliés par y, nous 
aurons Téqualion 
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ou enfin l'équalion 
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= 0. 



= 0. 
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Telle est la forme remar({uable que Ton peut donner à Téqualiun 
de la circonférence coupant à angle dro't trois circonférences 
donnée^. 

Remarque. — Nous avons vu que les centres des circonfé- 
rences coupant à angle droit les circonférences Â etB sont situés 
sur Taxe radical de ce» deux circonférences; il résulte de là que 
le centre de la circonférence orthotomique, par rapport aux cir- 
conférences A, B,C, coïncide avec leur centre radical. Quant au 
rayon de cette circonférence, il est égal, à la longueur de Id tan- 
gente menée du centre radical à l'une quelconque des trois cir- 
conférences. 

PROBLÂME. 

92. Étant données trois circonférences Â, B, G, trouver les points 
P du plan dont Us polaires, par rapport aux trois circonféreHces, 
concourent en un même point. 

Soient x y les coordonnées du point P et 

A = B = C = 

les équations des trois circonférences rapportées à des axes 
rectangulaires; les polaires du point P par rapport à ces circonfé- 
rences aurout respectivement pour éipiations 

XA;rH-YAi + ZA;=:0 

(20) XB;-|-YBi + ZB; = 

xCx+Yc;+zc;=o. 

Pour que ces trois droites concourent, il faut (|ue l'on ait l'é- 
quation 

Ax Ay Am 

= 0. 

Le point P doit donc se trouver sur la circonférence orthoto- 
mique relative aux trois circonférences données. 

Remarqae I. — Soient x^iVo ^^^ coordonnées du point de 
concours Pq des trois polaires, elles devront satisfaire aux équa- 
tions (20), 0U| ce qui est la môme chose, aux équations 

xA'x, + yAy. + zA'^, = 

(21) xB'x. + yB'y, + zB',. = 

xCx. + yG',,+zC^ = 0. 
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Si dans ces équations on regarde x^y^zcûintae des coordonnées 
courantes, elles représenteront les U*ois polaires du point P^; 
mais ces polaires passent par le point P, puisque les coordonnées 
de ce point satisfont aux équations (21) ; donc 1q point Pq est lui- 
même sur le cercle orthotomique. 

Remarque II. — Les calculs précédent:; ne tsupposent pas les 
axes de coordonnées rectangulaires ;doncréqualion(i9) représente 
le cercle orthotomique, même quand les coordonnées sont obliques* 

Circonférences tangentes à trois circonférences données. 

93. Proposons -nous de construire une circonférence tangente 
à trois circonférences données A,B,G; huit cas peuvent se 
présenter : 

i* La circonférence in- 
connue S touche. . . intérieurement les trois circonférences i 

2* — — — extérieurement les trois circonférences j P'"*** 

8* — — — extérieurement A, intérieurement B et G | 

4» — — — intérieurement A, extérieurement B et G j ^"P*- 

&• — — — extérieurement B, intérieurement A et G ) 

6* — — — intérieurement B, extérieurement A et G ) ^'•"P*' 

T — — — extérieurement G, intérieurement A et B ) 

8* — — — intérieurement G, extérieurement A et B j ** K'*"P*- 

Le problème peut donc avoir huit solutions qui se partagent 
en quatre groupes de deux, comme l'indique le tableau précédent. 

Pour fixer les idées, nous supposerons que la circonférence S 
touche extérieurement les trois circonférences, et nous cherche- 
rcns à déterminer le point a où elle touche A. Afin de simplifier 
récriture, nous prendrons pour origine le centre de la circonfé- 
rence A. Les axes étant rectangulaires les équations des trois 
circonférences données seront 

A = x« + î/« — R« = 

B = (x — a')« + (î/-^')«-R'« = 
C = te — a'Jî + Cî/ — Ô")» — R''« = 0. 

Soient x', y' les coordonnées du centre de la circonférences 
^ p son rayon; en exprimant que S touche A nous aurons la 
relation 

a:'«+y'« = (R+p)t^Rt + 2Rp+p«, 
ou bien 
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A' désignant ce que devient la fonction A quand on y remplace 

X el y par afetj/.' 
En résumé, les relations exprimant que la circonférence S 

touche les circonférences A,B,C sont 

■a'=2Rp + p* B' = 2R'p + p« C' = 2R'p4-p*; 
on en tire 



(22) A' — B' = 2p(R-R') 

Appelons « et y les 
coordonnées du point de 
contact a; nous aurons 

x= ^ ■ ■ y- 



A' — C'=2p(R — R"). 
S 



d'où 



R-f p 



R+p' 



R+P - 
R + P 

En substitunnt ces 
valeurs dans les équa- 




-JS^ 



Fig. 7i. 



lions (22), on aura deux relations entre p et les coordonnées du 

point A. 

Cherchons d'abord la valeur que prend A' — B' après cette 

substitution: on a 

A'-B' = 2a'a:' + 2p'y'-.a'«-p'» + n'«-R2 

n 

= 5+l(2a'x + 2p'y-a'î - p'» + R'8-R«j 



R 



_|_^(„'î+p'.+ R»-R'») 



ou bien 



A'_B'=5^(A-B)+^(a» + p'» + R»-R'»). 

La première des équations (22) devient donc, après la sub- 
stitution indiquée, 

£:+? (A - B) -1- 1 («'3 + ?'« + R« - R'«) = 2 p (R - F') 

1% tx 
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et en réduisant 

(R + p) (A - B) = p [(R - R')« - a'« - p'^]. ^ 

La seconde des équations (22) donne de même 

(R + p) (A - G) = p [(R - RT - a'2 - n • 

En éliminant p entre ces deux équations, on trouve que le point 
de contact a se trouve à l'intersection de la circonférence A avec 
la droite qui a pour équation 

A— B A— G 

(23) 



(R — R')* — a'» — p'* (R — R')» — a"* - ^'s" 

* 

La forme de cette équation montre que la droite passe par le 
centre radical des trois circonférences A,B, C; pour la délermiper, 
il suffit donc d'en trouver un second point. 

A cet effet, développons les différences A — B, A— C; Téqua- 
lion (28) deviendra 

2tt^a; + 2p'y~a'g— p^« + R'^ — R» 
, (R — R')« - a'« - (i'3 
_ 2a'a; + 2p'^y-a'^g— p^a + R'^a-R» 
"" (R - Ry — a"« — f)"* 

ou, en rolranchant les dénominateurs des numérateurs corres- 
pondants 

a^g+p^t/4-R(R—R) ^ a^a; + f/y + R(R^ — R) 
(R - R')* - «'* — ô'« (R — R^jS — a"2 — 6*« * 

On voit alors que la droite inconnue passe par le point de 
rencontre des droites qui ont pour équations 

a'a; + p'y + R(R' — R) = a''x + p''y + R(R'- R) = 0. 

La première de ces équations, par exemple, peut être écrite 
comme il suit: 



Cette équation représente la polaire par rapport à la circonfé- 

(R a' R fi' \ 

iS ^» S — ^1 • 
ri — n H — Il / 
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Ce point est situé sur la ligne des centres AB, en dehors du 
segment AB, et il partage ce segment proportionnellement aux 
rayons R et R'; il est donc le centre de similitude externe des 
circonférences A et B. 

De même la seconde droite est la polaire par rapport à la cir- 
conférence A, du centre de similitude exteiifie des circonférences 
A et G. Il suit de là que Tinlersection de nos deux droites est le 
pôle par rapport à la circonférence A, de Taxe de similitude 
externe des trois circonférences A,B, G; la droite représentée 
par l'équation (23) est donc déterminée. 

Remarque. — Pour trouver la circonférence tangente inté- 
rieurement aux trois circonférences données, il faudrait, dans ce 
qui précède, changer les signes des rayons R, R', R'', ce qui 
n'altère pas Téquation (23). 

De ce qui précède on déduit la construction suivante donnée 
par Gergonne : 

Pour obtenir les circonférences du premier groupe, on joint au 
centre radical des trois circonférences données les pôles de leur 
axe de similitude externe par rapport à cm circonférences; les 
points oh les lignes de jonction rencontrent les circonférences sont 
les points de contact cherchés. On est alors ramené à faire passer 
une circonférence par trois points. 

En résumé, soient Ea, E^, E^; les centres de similitude externes 
et la, hf le les centres de simihtude internes des trois circonfé- 
rences. (Ea, la, par exemple, sont les centres de similitude relatifs 
aux circonférences B et G.) 

IaE»E(; r eo aira Iti 1 2' ^rtope. 
UEaEc (eircMférenMi do j 3« Greope. 
I|.EaE^j (4* Gnopi. 

EXERCICES. 

i* Les angles inscrits dans un mémo segment de cercle sont égaux. 

S* Si d'un point on mène deux tangentes à une circonférence, la distança 
d*un point quelconque de cette circonférence à la corde de contact est 
moyenne proportionnelle entre les distances du roôme point aux deux 
tangentes. 

S* Quand on Joint un point quelconque do la circonférence circonscrite à 
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un triangle équilatéral aux trois sommets, l*une des dislances est égale à la 
somme des deux autres. 

4* Éianl données une circonférence et une droite, si de chaque point de la 
droite comme centre on décrit une circonférence ayant pour rayon la tan- 
gente menée do ce point à la circonférence donnée, toutes ces circonférences 
passent par un point fixe. 

5* Les projections des centres de deux circonférences sur les quatre tan- 
gentes ôii leurs points d'intersection sont sur une même circonférence. 

6* Par un point A pris sur un diamètre d'une circonférence on mène une 
perpendiculaire AB à ce diamètre, puis, par le point A une sécante quelconque 
rencontrant la circonférence aux points C et D: les tangentes aux points C et D 
déterminent sur AB un segment C'iy ayant pour milieu le point A. 

7* On joint un point quelconque M d'une circonférence à un point B pria 
sur un diamètre AA' la perpendiculaire menée par le point M è la droite BM 
détermine sur les tangentes aux points A et A', à partir des points de contact, 
des segments ayant un produit constant. 

8* On donne sur une circonférence deux cordes AB, CD qui se coupent 
au point £; par le point £ on mène à la circonférence une tangente EP, et 
l'on joint le point de contact F au milieu I de la corde CD; la ligne de 
jonction rencontre la circonférence au point G. Démontrer que les droites 
G A, GB déterminent sur la corde CD un segment ayant pour milieu le 
point I. 

9* Du milieu de la base BC d'un triangle isosccle ABC comme centre 
on décrit une circonfôrefice tangente aux deux côtés AD, AC; une tangente 
quelconque à cette circonférence rencontre les côtés AB, AC en ^es points 
B' et C. Démontrer que le produit des segments BB', CC est constant. 

10^ Par le point de rencontre E des diagonaLs d'un quadrilatère ABCD 
inscrit dans une circonférence, on mène une corde ayant pour milieu le 
point E. Démontrer que le point E est aussi le milieu des segments inter- 
ceptes sur celte corde par les côtés opposés du quadrilatère. 

11* Quatre points (a,6)(a',^0 forment une division harmonique; toutes les 
circonférences qui passent par deux points conjugués (a,af) coupent orthogo- 
nalement la circonférence décrite sur la distance des deux autres points 
conjugués (btà') comme diamètre. 

12* Étant donné un quadrilatère ABCD, une transversale rencontre en a et a' 
les deux côtés opposés AB, CD, en ^ et ^' les deux autres côtés AD, BC, 
enfin en c et (^ les deux diagonales AC, BD. Démontrer que les circonférences 
décrites sur les segments aa', bb\ ecf comme diamètres ont le même axe radical. 
18* Étant données deux circonférences o et & qui ne se touchent pas, de 
chaque point M de l'une o, on mène des droites aux centres de similitude E, I 
des deux circonférences ; ces droites rencontrent la circonférence & en quatre 
points m, n, m', n'; on demande de prouver que deux de ces points sont sur 
on diamètre de la circonférence o\ et que la droite qui joint les deux autres 
passe par un point fixe. 

14* On donne une circonférence o et deux points A, B; la distance du 
point A à la polaire de B divisée par la distance du point B à la polaire de A 

donne un quotient égal au rapport — • 



; 
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15* 81 de chaque point d'une droite on mène deux laugentes & une circon- 
férence, la somme des dislances do ces deux tangentes à un point fixe quei- 
conqae, divisées par leurs distances au pôle de la droite, est constante. 

16* Dans tout quadrilatère circonscrit à une circonférence» les milieux des 
diagonales et le centre de la circonférence sont en ligne droite. 

17* Quand une corde d'un cercle tourne autour d'un point flxo P, les 
rayons menés du centre aux extrémités de la corde font avec le rayon qui 

passe par le point P des angles a et p, tels que le produit ^ â ' ^^ Ô ®^^ 

constant. 

18* Si de chaque point d'une droite on mène des tangentes à une circon- 
férence, et que Ton appelle a , ^ les angles que les tangentes font' avec la 

a 3 
droite, le produit tg - • Ig^ est constant. 

2 Z 

19* De chaque point de la circonférence ayant pour diamètre la dislance 
des centres de similitude de deux circonférences o et o', on voit ces circon- 
férences sous des angles égaux. 

20* L'axe radical de deux circonférences est à égale dislance des polaires 
des deux centres de similitude. 

21* Les polaires d'un point quelconque de l'axe radical de deux circonfé- 
rences se coupent sur cet axe radical. 

22* Étant données deux circonférenceSi si de chaque point de l'une on 
mène une tangente à l'autre et une perpendiculaire à leur axe radical, le 
carré de la tangente sera à la longueur de la perpcndiQulairo dans un rapport 
constant. 

23* Si d'un point de l'axo radical de deux circonférences on mène deux 
transversales passant respectivement par les pôles de cet axe dans les deux 
circonférences, les droites qui joignent les points où ces transversales ren- 
contrent les circonférences passent respectivement par les centres de simi- 
litude. 

24* Si d'un point de l'axe radical de deux circonférences on leur m( ne des 
tangentes, les quatre points de contact sont sur une circonférence ayant le 
point considéré pour centre ; cette circonférence rencontre la ligne des centres 
eo deux points fixes. 

25* La circonférence décrite sur la dislance des centres de doux circonfé- 
reoces comme diamètre passe par les points où les tangcnlcs communes 
extérieures coupent les tangentes communes intérieures. 

Les droites qui joignent ces points de rencontre coupent la ligne dos centres 
ea deux points dont chacun a la même polaire dans les deux circonférences. 

26* Quand trois circonférences ont le même axe radical, do chaque point 
de l'une on voit les deux autres sous des angles dont les moi Liés ont leurs 
tangentes trigom)métriques dans un rapport constant. 

27* Quand trois circonférences ont le même axe radical, si d'ua point on 
leur mène des tangentes, les trois cordes de contact concourent en un même 
point. 

28* Étant données trois circonférences, si par un même point ou eu moue 
trois antres passant respectivement par les points d'inlorscclion des trois 
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premières prises deux à deux, ces trois circonférences se coopèrent en an 
m6me point. 

29" Toutes les circonférences ayant leur centre sur une même droite et 
coupant orthogonalement une circonférence donnée ont m^me axe radical. 

âO* Les polaires d*nn point P^ par rapport aux circonférences qui qnt 
toutes le même axe radical passent par un point ûxe Pi ; réciproquement les 
polaires du point Pi passent par le point Po. 

La droite Po Pi est tangente aux points Po cl Pi à deux circonférences du 
faisceau. 

La circonférence décrite sur PqPi comme diamètre passe par les points 
limites. 

31* Si une circonférence mobile coupe deux circonférences Ûxes sous des 
angles constants, elle coupera sous des angles constants toutes les circonfé- 
rences ayant le même axe radical que les deux circonférences données. 



CHAPITRE III 



LIEUX GEOMETRIQUES. 



94. On appelle lieu géométrique l'onsemble des points qui jouis- 
sèntd*une certaine propriété à Texclusion des autres pointsduplan. 

Nous nous proposons d'exposer la marche à ôuivre pour 
trouver l'équation d'un lieu géométrique. 

Nous distinguerons deux cas : 

Premier ca3. — Il arrive ([uelquefois que l'on obtient immé- 
diatement l'équation d'un lieu en traduisant à Taide des symboles 
de l'Algèbre la propriété géométrique qui le définit. 

Nous allons donner quelques exemples. 

Cissoîde de Dioclès. — Étant donnés une circonférence, un 
diamètre a k et la tangente AT à Vextrémité de ce diamètre , on 
mène par le point a une sécante mo- 
bile qui rencontre la circonférence au 
point B et la tangente au poiyit C, et 
l'on prend sur la sécante une longueur 
OM = BG ; le lieu du point M est une ^\ 
courbe appelée cissoîde. 

La courbe est évidemment symé- 
trique par rapport au diamètre oA; ^ 
quand la sécante tourne à partir 
de oA dans le sens de la flèche, la 
longueur BG croit constamment o 
depuis zéro jusqu'à l'infini; donc la 
courbe part de l'origine o et s'étend 
à l'infini. 

Quand la sécante oM vient coïn- 
cider avec oA, le rayon vecteur oM 
s'annule ; par suite, la courbe touche 
le diamètre o A au point o. 

Si l'on fait tourner la sécante en 
sens contraire de la llèclie, on obtient ^^' '^^' 

une seconde branche symétrique de la première par rapport à oA, 
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On voit que du point o partent deux branches de courbes qui 
s'arrêtent en ce point et touchent o A; le point o est appelé point 
de rebroussement. 

La distance BD du point B à la tangente oy et la distance MF 
du point M à la tangente AT sont égales; mais, quand la sé- 
cante oM devient parallèle à la tangente AT, la distance BD tend 
vers zéro et par suite aussi la distance MF; ainsi, quand le 
point M s'éloigne à Tinfini sur la courbe, sa distance à la tan- 
gente AT tend vers zéro; on dit que la courbe est asymptote à 
la tangente AT. 

Nous remarquerons enfin que la courbe passe par les points de 
la circonférence pour lesquels la tangente est parallèle au dia* 
mètre oA. 

• 

Équation de la courbe. — On obtient facilement Téquation de 

la cissoïde en coordonnées polaires; nous prendrons pour pôle le 

point 0, pour axe polaire le diamètre oA. Appelons (p, o)) les 

coordonnées du point M, R le rayon de la circonférence; les 

triangles rectangles oAB, o AC donnent 

2R 
oB = 2Rcosoj oC = , 

COSCO 

l'équation de la courbe est donc 

p=z=oG — oB = — 2Rcoso), 

COSd) 

ou, en réduisant, 

2Rsin«co 

P = 

cosw 

Cherchons maintenant l'équation de la courbe en coordonnées 
rectilignes en prenant oA pour axe des x et la tangente au 
point pour axe des y. 

Les formules de transformation donnent 

y 

pcosw = j[; smw = -; 

P 

par suite, l'équation de la cissoïde en coordonnées rectilignes sera 

Construction de la courbe, — La courbe est symétrique par 
rapport à Taxe des x, car son équation ne contient y qu*à une 
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puissance paire; de' celte équalion résolue par rapport à y on 
lire 



y 



= ^\/^ 



X 



X 



En prenant le signe -|- devant le radical on aura la brancliir 
située par rapport à ox du côté des y positifs. 

Pour que l'ordonnée y soit réelle, il faut que x soit compris 
entre et 2Ry la courbe est donc elle-même comprise entre les 
deux tangentes oy^ AT. Quand af croît de à 2R, Tordonnce y 
croît de à 00 , ce qui donne une branche de courbe partant de 
l'origine o et s'éloignant à Tinfini. En même temps, la dislance 
MF = 2R — X tend vers zéro, la courbe est donc asymptote à la 
tangente AT; enfin pour aî^=Ronaî/ = R; par suite, la courbe 
rencontre la circonférence aux points pour lesquels la tangente 
à cette circonférence est parallèle à Taxe des x. 

Newton a donné le moyen de tracer la cissoïde d'un mouve- 
ment continu. 

Imaginons une équerre dont un des côlés SI est indéfini et 
dont l'autre côté SF est égal au 
diamètre de la circonférence oA; 
puis ayant prolongé le diamètre o A 
d'une longueur oI = R, faisons 
mouvoir Téquerre dans le plan de 
manière que le côté indéfini passant 
toujours par le point I, l'extré- 
mité F de l'autre côté décrive le 
diamètre D% perpendiculaire sur 
oA; alors le milieu M de cet autre 
côté décrira la cissoïde. 

Pour le feire voir, nienons la 
ligne oM qui rencontre la circon- 
férence au point B et la tangente AT i 
au point G, il faut montrer que oM 
est égal à BG, ou encore que oB 
est égal à MG. 

Les deux triangles rectangles 
IDG, GSF sont égaux, car les angles ayant leur sommet au 
point G sont égaux, et Ton a en outre * 

ID = SF = 2R. 




Plif. 74. 
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De l'égalité de ces triangles on conclut 

GD=GS GI = GF; 

par suite, DS est parallèle à IF^ et la droite oM qui joint les 
milieux o et M des côtés non pnrallèles du irnpèzo IFSD est 
parallèle à IF. De là résulte régalité des triangles rectangles 
FID, GoA, et par suite Tégalité des côtés AG, DF; la figure DFCA 
est donc un rectangle et le côté FG est égal au rayon DA. 

Gomparons maintenant les b'ianglesisoscclesoBP, FMG; leurs 
côtés égaux ont pour longueur commune le rayon R et les angles 
à la base o et G sont égaux comme alternes internes; ces deux 
triangles soht donc égaux, et Ton a 

oB = MG. 

Généralisation. — On peut généraliser de plusieurs manières 
la déflnition de la cissoïde. 

!•* Au lieu de prendre pour le point o le point de la circonfé- 
rence diamétrnlçment opposé à celui où elle est touchée par la 
tangente AT, on peut prendre un point quelconque de cette 
circonférence. 

La courbe ainsi obtenue est la cissoide oblique. 

2* On peut remplacer la tangente AT par une droite quelconque 
parallèle à cette tangente. 

3® On peut remplacer le point o par un point quelconque du 
diamètre oA. 

Strophoïde on Focale à nœud de Qnételet. — On donne un 
angle yox et un point A sur le côté ox; par ce points on mène des 
sécantes qui rencontrent oy au point B; ;m/s, sur chaque sécante^ 
on porte, à partir du point B, des longueurs BM = BM' = oB. La 
courbe décrite par les points M et M' est une strophoide. 

Nous commencerons par étudier cette courbe géométri- 
quement. 

Remarquons d*abord que, les triangles oBM, oBM' étant isos- 
cèles, les rayons vecteurs oM, oM' sont respectivement perpen- 
diculaires sur les bissectrices des angles oBM, oBM'. 

Supposons en premier lieu que le point B décrive la demi^ 
droite oy; quand le point B coïncide avec le point o, les 
points M et M' coïncident également avec le point o; de plus, 
d'après la remarque précédente, les rayons vecteurs oM, oM' 
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deviennent lés bissectrices des angles yox, y'ox. En résumé^ dé 
Torigine partent deux arcs respectivement tangents aux biseec* 
trices des angles j/ox, y'ox] le point o est un point double. : 

Soit C le point où oy est rencontré par la perpendiculairq 
élevée sur oA en son milieu; quand le point B vient au point G 
on a I 

oC = CA; 

donc la courbe passe par le point A et par le point D tel 
que CA = CD = oC. Le rayon vecteur AM s*amiulant au mo- 
ment où il coïncide 
avec AC, cette droite 
touche la courbe au 
point A. 

Supposons, enfin, 
que le point 6 sMloi- 
gneàl'infmisuroy, je 
dis: 

1* Que le point M 
viendra coïncider avec 
le point E, pied de la 
perpendiculaire abais- 
sée du point sur la 
parallèle menée par le 
point A à la droite oy; 

2* Que Tare oM' s*étend à l'infini en devenant asymptote à la 
droite DF menée par le point D parallèlement ko y. 

En effet, quand A6 est parallèle à oy, la bissectrice de 
l'angle oBM est parallèle à oy\ donc le rayon vecteur oM prend 
la position oE perpendiculaire sur oy ; de plus, le rayon vecteur AM 
devenant parallèle à oy, le point M coïncide bien avec le point E. 

D'un autre côté, les points M et M' sont également distants 
de oy, mais quand le point M' s'éloigne à Tinfini, le point M 
coïncide avec le point E; par suite, la distance du pomt M' à oy 
tend vers oE; donc ta distance de ce point à la droite DF symé- 
trique de AE par rapport à oy tend vers zéro. Il résulte de là que 
la courbe est bien asymptote à la droite DF. 

Supposons en second lieu que le point B décrive la deini- 
droite of/', nous obtiendrons deux arcs de courbes partant du 
point o\ Van viendra se raccorder au point E avec Tare AME^ 
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l'aulre s'éloignera à riiiflDi et aura pour asymptote la droite DP. 

Équation de la courbe. —^ On obtient facilement l'équation de 
la strophoîde en coordonnées polaires; nous prendrons pour 
pôle le point o, pour axe polaire la droite oA. 

Appelons (p,(o) les coordonnées du point M, a la distance oA 
et ô Tangle yox. 

Nous aurons 

et le triangle MoA donnera immédiatement Téquation 

_asin(2oj -6) 
^ sui(<o — 6) 

On vérifle facilement que la courbe décrite par le point M' est 
représentée par une équation semblable à la précédente. 

Strophoîde droite. — Quand la droite oA est perpendiculaire 
sur oy, on dit que la strophoîde est droite. On obtiendra son 

équation en faisant = - dans Téquation précédente, ce qui donne 

acos2oi 



P = 



COSca 



Transformons cette équation en coordonnées recti lignes, en 

prenant oA pour axe des x et la 
droite donnée oy pour axe des y. 
Afin de faciliter la transforma- 
tion, nous écrirons l'équation pré- 
cédente de la manière suivante : 

p3 cosw = ap* (cos'o) — sin'w). 

On en déduit immédiatement 
réquation • 

X (x'+î/*) = a(a;' — j*). 
Pour construire la courbe, on 
résout cette équation par rapport 
à y^ ce qui donne 




Vig. 76. 



y 



, /a — x 



on prenant seulement le signe -|~ devant le radical. 
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Pour que y soit réel, il faut que x soit cQmpris entre— a et + a; 
donc la courbe est située entre les droites AO, A'C qui ont res- 
pectivement pour équations 

x = a x = — a. 

Quand x varie de à a, Tordonnée y d*abord nulle va en crois- 
sant, puis décroit pour redevenir nulle ; on obtient ainsi l'arc o MA. 
Quand x varie de à — a l'ordonnée y toujours négative varie 
de à —00 ,ce qui donne un arc o L qui part de Torigine et s'éloigne 
à Tinfini, en se rapprochant de plus en plus de la droite A'C qui 
est une asymptote. 

En changeant le signe du radical, on obtient une branche 
symétrique de la première par rapport k ox. 

Tangente au point o. ^ Le coefficient angulaire m de la 
droite oM a pour expression 



X y a 



— x 
m 



+x' 



ce coefBcient angulaire tend vers l'unité quand x tend vers zéro ; 
donc l'arc oMA touche à l'origine la première bissectrice. 

Tangente au point A. — Le coefficient angulaire m! de la 
droite AM a pour expression 



ni 



X — a V a* — X* * 



ce coefficient angulaire devient infini quand x tend vers a; donc 
au point A la tangente est parallèle à l'axe des y. 

Conchoide de Nicomède. — Étant donnés une droite D et un 
point A, on mène par le point A une sécante qui rencontre la 
droite D au point B ; puis sur chaque sécante on porte, à partir du 
point B, des longueurs BM = BM' =b] la courbe lieu des points M 
et M' est la conchoide de Nicomède. 

Nous commencerons par étudier cette courbe géométriquement. 
Appelons a la dislance du point A à la droite D; nous distin* 
guerons trois cas : 

l"" b>à, — La circonférence décrite du point A comme centre 
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avec b comme rayon raacontre la droite D aux points G et G' ; 

quand le rayon vecteur 4^ 
coïncide avec AC, le point M'. 
Coïncide avec A, la courbe part 
donc du point A tangentiello'^ 
ment à la droite AC. Le point B 
parcourant la demi-droite CD, 
les points M et M' s'éloignent 
à Tinfini , et les doux arcs 
décrits par ces points sont 
asymptotes à la droite D. Soit 
en ôffet MP la distance du 
point M à la droite D, Içs 
triangles semblables ÀoB ,' 
MBP donnent 

a.b 




MP = 



oB' 



on voit donc que MP tend vers 
zéro quand le point B 6*éloigne a l'infini. 

Le point B parcourant le segment Co, on obtient. les deux 
arcs C4ME, AM'E'. Le point B parcourant la demi-droite oD', on 
obtient une courbe symétrique de la première par rapport à oA. 
^ * On' vOTt que le point A est un point doublé. 
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•2» b = a, — Les deux points C et G coïncident avec le poinf 0, 



. * 
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la boucle ÂM'Ë'LA disparaît et le point A devient un point do 
rebroussement {fig. 78, F). 

3<> fr <Ca. — La courbe ne passe plus par \% point A^ elle a la 
forme indiquée sur la figure F." 

Équation de la courbe. — On obtient facilement Téquation de 
la courbe en coordonnées polaires; nous prendrons le point A 
pour pôle et la droite A o pour axe polaire. Appelons (p,ta>) les 
coordonnées du point M, (p', co) celles du point M'^ a la distance oA ; 
te triangle ABo doûne 

COSb) 

La courbe lieu du point M a donc pour équation 
(i) P==-^ rb^ • . 

^ ^ ^ COSci) ' ... 

et la courbe lieu du point M' a pour équation 

^ h 

Il est facile de montrer que l'équation (1) représente à la fois 
le lieu des points M et lô lieu des points M'. 

Soit en effet a un angle polaire définissant une direction A^; 
l'angle ic + a définira la direction opposée A^'. Or, si Ton rem-« 
place ta par ic-^a dans Téqualion (1) et (o par a dans l'équation (!'), 

on trouve 

p = — p. 

Il résulte de là que les valeurs absolues de ces rayons 
vecteurs p et p' devront être portées toutes deux dans la même 
direction, et qu*on obtiendra dès lors les mêmes points du plan. 
Car si le rayon vecteur p', qui correspond à Tangle polaire a, «st 
positif par exemple, on devra le porter dans ia direction A 2.; 
mais alors le rayon vecteur p qui correspond à l'angle polaire :c -f" * 
sera négatif, et on devra le porter dans la direction opposée à Az\ 
c'est-i-dire dans la direction A^;. 

Cherchons maintenant l'équation de la courbe en coordonnées 
•ectilignes en prenant pour axe des x la droite Ao et pour axe 
des y une perpendiculaire à cette droite menée par le point A 
En chassant le dénominateur, l'équation (1) devient 

p cosw = a-j-6cosft), 
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OU 



V/a;«+y« 



ou encore 



Construction de la courbe, — La courbe est symétrique par 
rapport à Taxe des Xy car son équation ne contient que des 
puissances paires de l'ordonnée; de cette équation résolue par 
rapport à y on tire 

(2) y=-r-:\/{a + b — x)(x-\-b — a), 

m 

en prenant le signe -f- devant le radical. 

Premier cas. fr > a. — Pour que l'ordonnée y soit réelle, il faut 
que X soit compris entre a-\-b et a-r-b; la courbe est donc tout 
entière située entre les droites K^E! qui ont respectivement pour 
équations 

x = a-\-b «= — (b — a); 

quand x varie de — (b — a) à 0, y est positif, part de la valeur 0, 
croit puis décroît pour redevenir nul ; on obtient ainsi l'arc E'LA. 

X variant depuis jusqu'à a^-t, y devient négatif et varie 
de à — 00 , ce qui donne un arc asymptote à la droite D du cdté 
des y négatifs. 

Enfin invariant depuis a -f-t jusqu'à a-^-b^y toujours positif 
décroît de-|-<^ à 0, ce qui donne l'arc C|ME asymptote à la 
droite D. 

On obtient toute la courbe en repliant autour de o A la partie 
que l'on vient de trouver. 

Tangente au point A. — Le coefficient angulaire m de la 
droite AM a pour expression 

quand x tend vers zéro, ce coefficient angulaire tend vers 

a • 

il serait facile de vérifier que la tangente au point A n'est auti'e 
chose que la droite AC. 
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Tangente au point E. — Le coefficient angulaire m' de la 
iroite EM a pour expression 

, y X /^-\-b — ût. 

• 

on voit que m! devient infini quand x tend vers a-^b'jla tangente 
AU point E est donc parallèle à l'axe des y. 

On verrait de même que la tangente au point E' est parallèle à 
Taxe des y. 

La courbe a la forme indiquée sur la figure 77. 

Deuxième cas, b = a. — L*équation (2) devient 

la boucle ALE'M disparait, et Torigine A est un point de rebrous- 
sement ifig. 78, F). 

Troisième cas, b<,a. — L'abscisse x doit alors varier entre les 
valeurs positives a — è et a + fr ; la courbe ne passe plus par Tori- 
gine A, elle a la forme indiquée sur la figure 78, F. Ce dernier 
cas donne lieu à une remarque importante. On voit que les coor- 
données de Torigine A satisfont à Téquation de la courbe, et 
cependant aucune branche de courbe ne passe en réalité par 
l'origine ; on dit que le point A est isolé ou conjugué. 

Second cas. — Le plus souvent il n'est pas possible de trouver 
immédiatement l'équation du lieu, et, par une marche qui sera 
indiquée plus loin, on est conduit à considérer les points du lieu 
comme les intersections de deux courbes variables A et B dont 
les équations contiennent chicune un paramètre arbitraire oi. 

Soient 

les éqoations des deux courbes A et B. 

Donnons au paramètre a des valeurs a|, o^, «3 , . . . ; on obliendre 
des couples de courbes (A|,B|)(A5,Bj) ... se coupant en des 
points GiyC), . . . ; et, si Ton fait varier a d'une manière continue, 
les points G| , Gs* ... décriront en général une courbe D; cette 
courbe est le lieu géométrique des points d'intersection des 
courbes A et B. 

10 
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Je dis que pour avoir Téquation de la courbe D il faut iUmvier 
le paramètre a entre les équations (3). 

Soit 
(4) ' ?(aî,») = 

le résultant des équations (3); considérons un point G|(rr|,j^|) 
intersection des courbes A| et B| ; on aura les deux éç;oMlés 

elles nous montrent que les deux équations 

ont une solution commune ^ = a| ; par suite, les coordonnées x^ 
et ^1 doivent satisfaire à l'équation (4). 

Nous avons donc démontré que les coordonnées de tous les 
points de la courbe D satisfont à Téquation (4). 

Réciproquement, tous les points de la courbe représentée par 
réquation (4) appartiennent en généi^al à la courbe D. 

En effet si, dans les équations (3), on remplace x ely par une 
solution a? = a/, y = y' de l'équation (4), les deux équations 

ainsi formées auront une racine commune a = a'; a cette valeur 
« = a' correspondront deux courbes Â' et B' ayant pour équations 

ces deux courbes se couperont au point G'(x!,y') ; donc ce point 
appartiendra à la courbe D. 

La réciproque peut être en défaut dans trois cas principaux 
que nous allons signaler. 

Premier cas d'exception. — Pour tous les points d*un arc de 
la courbe représentée par Véqualion (4), les équaiiom (3) donnent 
pour a des valeurs imaginaires. 

Dans ce cas, les courbes A et B qui correspondent à ces valeurs 
du paramètre oc sont imaginaires, et leurs points de rencontre, 
bien que réels, ne font véritablement plus partie du lieu consi- 
déré au point de vue de sa définition géométrique. 

Remarque. — Quand, pour a: = of , y = y*, les équations (3) ont 
une racine simple commune, cette racine est forcément réelle, 



J 
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puisqu'elle cet donnée par une équation du premier degré. Il 
résulte de là que Texception signalée pourra seulement se pré- 
senter quand, pour x = x',y = y', les équations (8) auront 
plusieurs racines communes. 

Exemple. — Les extrémités A et B ffune droite de tongueur 
constante glissent sur deux droites rectangulaires ox, oy, trouver 
le lieu décrit par un point M ijivariablement lié à la droite. 

Pour fixer le point M par rapport à la droite AB, nous donne- 
rons la dislance MG = c du point M à AB y 
et les longueurs CA = t, CB = a des 
segments CA, GB. 

Prenons pour axes de coordonnées les 
deux directrices ox, oy; appelons <p Tangle 
des deux directions oXy AB, et construisons 
le contour oPM dés coordonnées x et j^ du 
point M. 

Projetons maintenant orthogonalement 
sur ox les deux chemins oPM, oBCM, et 
sur oy les deux chemins oPM, oAGM; nous aurons les deux 
équations 




(5) 



x = — acoscp + csin^ 
y= &sin<p — ocos<p; 

on aura Téquation du lieu en éliminant <p entre les équations (5). 
De ces deux équations on tire 



sm^ 



ay — ex 
ab — c^ 



ces <p = — 



bx — cy 
ab-c^' 



en portant ces valeurs dans l'équation sin'cp-[-cos2(p = l, on 
trouve pour Téquation du lieu 



(6) 



{ay — 'cx)2 + {bx — cy)^ = {ab ^ c«)«; 



on verra plus tard que cette équation représente une ellipse. 

Cherchons si chaque point de cette ellipse fait partie du lieu 
considéré au point de vue de sa définition géométri(|ue. 

Imaginons qu'on ait remplacé, dans les équations (5),.xet^par 
les coordonnées d'un point quelconque de Tellipse; elles donne- 
ront pour sin(p et coscp des valeurs acceptables ; car, d'après l'é- 
quation (61, la somme des carrés de ces valeurs est égale à l'unité. 
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Tous les points de Vellipsc font donc partie du lieu. 
Considérons maintenanl le cas particulier où l'on a 

» 

oft — c* = 0; 

on ne peut plus alors tirer des équations (5) les valeurs de sintp 
et de cos(p; mais si entre ces équations on élimine sincp, la quan- 
tité cos(p disparait à cause de la relation ab — c* = 0. 
Le lieu est alors la droite ayant pour équation 

bX'-cy = 0. 

Il est bien évident que tous les points de cette droite ne peuvent 
pas appartenir au lieu, puisque, d'après sa définition, il est néces- 
sairement limité. 

Pour expliquer ce résultat, remarquons que les équations (5) 
se réduisent à une quand on y remplace a; et y par les coordon- 
nées a;|,j/i d'un point de la droite; la valeur de Tangle (p qui 
correspond à ce point sera donc donnée par l'équation 

— acosç + csin<p = X|. 
Pour résoudre cette équation, posons 

a = pcosa c = psina| 
tfoù 

nous obtiendrons l'équation 

— pCOS(<p-|-a) = X| 

d'où 

COs(<p + a) = '\ 

pour que l'angle cp soit réel, il faut que Ton ait X|* < p*, c'est-à-dire 

Les seuls points de la droite D qui répondent au problème 
proposé sont donc ceux qui sont compris entre les deux droites 
ayant pour équations 

Remarque. — La relation ti^^iàb exprime que le point M est 
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situé sur la circonférence décrite sur AB comme diamètre ; chaque 
point de cette circonférence décrit donc un segment de droite. 

Second cas d*ezception. — Pour des points particuliers de la 
courbe représentée par Vé^uation (4), les équations (3) donnent pour « 
des valeurs imaginaires. 

Dans ce cas, les courbes A et B qui se coupent en ces points 
particuliers sont imaginaires, et ces points ne font plus partie du 
lieu. 

Exemple. — On appelle podaire d*une courbe le lieu des pro- 
jections d'un point fixe P sur les tangentes à cette courbe. 

Nous choisirons comme exemple du cas exceptionnel que nous 
venons de signaler la podaire d'une circonférence. 

Prenons pour axe des x le diamètre oP et pour axe des y 
le diamètre perpendiculaire 
sur oP; appelons a l'abscisse 
du point P. 

Le point de contact de la 
tangente ne jouant aucun 
rôle dans le problème pro- 
posé, nous prendrons Téqua- 
tion de la tangente en 
fonction du coeflicient angu- 
laire 

(7) y = mx:r^y/^ + fn*, 




Fig. 80. 



et nous y joindrons l'équation de la perpendiculaire FM 



(8) 



^ = "^('^-^^- 



On aura l'équation du lieu en éliminant m entre les équations 
(7) et (8). De Téquation (8) on tire 



m = — 



x — a 



y 



portons cette valeur dans Téquation (7) rendue rationnelle, c'est- 
à-dire dans l'équaiion 

(7 w«) (y — m x)2 = R« (1 + m«) ; 

nous trouverons pour l'équation du lieu 

(«^ + j/« — ax)« = R* [{X — a)« + ff«]. 
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Cette courbe passe par le point P ; à tout point de la courbe 
autre que le point P correspond une «eu/e valeur de m satisfaisant 
aux équations (7) et (8), puisque celte valeur est donnée par 
réquation (8) qui est du premier degré. Tous les points de la 
courbe autres que le point P font donc parlie du lieu. 

Pour le point P l'équation (8) est satisfaite, quel que soit m; il 
faut alors, pour déterminer m, recourir à Téquation (7*'*) qui 
devient 

m« (a« — R«) = R«. 

On obtient pour m deux valeurs qui sont imaginaires quand le 
point P est intérieur à la circonférence. 

Ainsi quand le point P est intérieur à la circonférence, il n'ap- 
partient plus au lieu. Ce résultat est facile à comprendre, car 
tous les points du lieu étant situés sur des tangentes doivent 
être extérieurs à la circonférence. 

Remarque. — L'équation du lieu prend une forme très simple 
en coordonnées polaires. 

Transportons d'abord l'origine au point P, notre équation 
devient 

(^+y'+«^)*=R*.(^*+î/*)- 

Passons maintenant aux coordonnées polaires en prenant pour 
pôle le point P et pour axe polaire le diamètre oP, nous obtien- 
drons l'équation 

p = — a cos w ji R. 

Cette équation montre que le lieu s'obtient en ajoutant et re- 
tranchant R aux rayons vecteurs de la courbe C qui a pour 
équation 

p^=: — acoso). 

En revenant aux coordonnées rectilignes, cette équation devient 

x^ + y^ + ax = 0, 

La courbe C est donc la circonférence décrite sur oP comme 
diamètre, et le lieu est une conchoïde de circonférence, le pôle P 
étant sur la circonférence. 

Cette courbo est aussi connue sous le nom de Limaçon de 
Pascal. 

Troisième cas d*exception. — La réciproque est encore en 
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défaut même lorsque le paramètre a est réel, si ceparamitret d* après 
la nature du problème, ne peut pas prendre toutes les valeurs réelles 
imaginables. 

Exemple. — Étant donnés une circonférence et un point P, 
trouver le lieu des milieux des cordes qui passent par le point P. 

Prenons pour axe des x le diamètre oP et pour axe des y le 
diamètre perpendiculaire 
sur oP ; soit de plus a l'abs- 
cisse du point P. 

L*équation de la circon- 
férence et celle d'une corde 
passant par le point P — 
seront 

Xl-j-y« — RS = 

(9) y=m(x-^a). 

Les abscisses des points ^9- si. 

Â, B où la corde rencontre la circonférence sont données par 
réquation 

(1 + w«) x« — 2m«aaî + m«a« — R« = 0. 

L'abscisse a; du point milieu M de AB est égale à la demi- 
somme des abscisses des points A et B, on a donc 

/iA\ ^'^ 

(10) x = 




Les coordonaées du point M satisfaisant aux équations (9) et (iO), 
on obtiendra Téquation du lieu en éliminant m entre ces deux 
équations, ce qui donne 

(a? — a) (a;* + y * — fl ^) = • 

Laissons d'abord de côté la solution x — a = que nous ex- 
pliquerons tout à l'heure, nous aurons à considérer l'équation 

x^-]-y^— ax = Oy 

qui représente la circonférence décrite sur oP comme diamètre. 

A tout point de celle circonférence correspond une valeur 

réelle de m donnée par réqualion (9) ; il est vrai que pour le 

pointP(a)O) réquation (9) est salisraite identiquement et il faut 
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alors recourir à Téquation (10) qui nous montre que le coeFflcient 
angulaire m est infini. D'ailleurs les valeurs de m qui deviennent 
infinies sont réelles, car de Téquation (10) on lii*o 



w* = 



X 



et réquation de la circonférence mise sous la forme y* = x (a — x) 
montre que le quotient — *- — est positif. 

Il semble donc que tous les points de la circonférence oP font 
partie du lieu ; cependant cette conclusion est évidemment 
inexacte quand P est en dehors de la circonférence donnée, car 
tous les points du lieu doivent être intérieurs à cette circonférence. 

Pour expliquer cette difficulté, il suffit de remarquer que, 
quand le point P est extérieur à la circonférence donnée, le 
coefficient angulaire m doit rester compris entre les coefficients 
angulaires des tangentes menées par le point P à celle circon- 
férence; Tare de la circonférence oP compris entre ces deux 
tangentes fait seul partie du lieu. 

Remarque. — Reprenons la solution 

x — a = 0, 

cette équation représente la perpendiculaire menée par le point P 
au diamètre oP. 

Pour expliquer cette solution, remarquons que nous avons, en 
réalité, cherché le lieu des points tels que leur abscisse est 
égale à la demi-somme des abscisses des points A,B; or, quand 
la corde AB est perpendiculaire sur le diamètre oP, les 
points A et B ont pour abscisse commune a; par suite, l'abscisse 
d'un point quelconque de cette corde est égale à la demi-somme 
des abscisses des points A et B. On comprend dès lors que la 
corde perpendiculaire au diamètre oP doit être une solution du 
problème que nous avons substitué au problème proposé. 

Remarque. — Cette remarque se rapporte au cas oîi Tune des 
courbes A ou B passe, quel que soit a, par un point fixe 1(0:09^0) • 
Dans ce cas le point I fait partie du lieu. 
En effet, si toutes les courbes A passent par le point I, l'équation 

est satisfaite, quel que soit a. En exprimant que les courbes B 
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passent par le point I, on aura, pour déterminer a, l'équation 

(11) A(^o,yo»*) = 0. 

i Soit a' une racine de celte équation, les courbes A', B' qui. 
correspondent à la valeur a = a' se couperont au point I ; donc le 
point I fait partie du lieu. 

Il y a exception si Téquation (11) ne donne pour a que des 
valeurs imaginaires. 

Si cette équation donne p valeurs pour a, il y aura p arcs de 
courbes passant par le point I qui sera un point multiple d'ordre p. 

■arche à suivre dans la recherche d'un lieu géométrique. — 

On commencera par choisir les axes de coordonnées : pour cela, 
CD fera rapidement une élude géométrique du problème proposé; 
celte étude mettra généralement en évidence des droites ayant 
quelques propriétés remarquables ; on prendra deux de ces droites 
pour axes des coordonnées. 

Les axes étant choisis, il faut mettre le problème en équation, 
c'est-à-dire trouver les équations des deux courbes A et B qui, 
par leur intersection, déterminent les points du lieu. 

Cette mise en équation peut être facilitée par la règle suivante : 

à 

Règle. — On examinera les lignes quHl faut successivement 
tracer pour construire un point du lieu, puis on écrira les équations 
de chacune déciles. 

On obtiendra ainsi des équations entre les données, des para- 
mètres auxiliaires et les coordonnées x,y d'un point du lieu. On 
aura V équation du lieu en éliminant les paramètres auxiliaires. 

Soient 

(12) r(«»y»ai»««» ••• a^) = A(^»y»«l»a«> •••a;^)=0 

les équations des deux courbes A et B, obtenues en appliquant 
celte règle ; pour que, par leur intersection, ces courbes défi- 
nissent un lieu géométrique, il faut qu'un seul des p paramè- 
tres a|,a3, . . ., dp reste arbitraire. 

Eu effet, si deux de ces paramètres restaient arbitraires, on 
pourrait faire passer les courbes A et B par un point quelconque 
du plan. 

fl résulte de celte remarque que lesp paramètres doivent être 
liés par p — 1 équations do conditions 

(13) <p.=0 93 ==0 cpj,-« = 0. 
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On démontrera comme on Ta fait dans le cas où les équations 
des courbes A et B ne contiennent qu*un seul paramètre que, 
pour obtenir l'équation du lieu, il faut éliminer les p paramètres 
«ntre les équations (12) et (13). 



RECHERCHE DE QUELQUES LIEUX GÉOMÉTRIQUES. 

95. Problème I. — Trouver le lieu des projections d*un pointPsur 
toutes les cordes d'une circonférence vues du point P sous un angle 
droit. 

Cherchons d'abord la condition nécessaire et suffisante pour 
qu'une corde AB soit vue du point P sous un angle droit. 

>it Nous prendrons pour axe des x le 

diamètre PO, et pour ax0 des y une 
perpendiculaire menée par le point P 
à ce diamètre. . 

En représentant par d l'abscisse du 
centre 0, Téquation de la circonfé- 
rence sera 

(14yx« + t/« — 2dx + d»-R«=0. 
Soit 



FIg. 8î. (15) ux + vu=i 

réquation de la corde AB ; l'équation du faisceau de droites PA, PB 
sera 

c!^+y^ — 2dx{ux + vy) + {d* — rx^){ux + vy)^ = 0. 

La relation qui exprime que ces deux droites sont rectangu- 
laires est 




(16) 



(d» — R») (u« + »») - 2du + 2 = 0. 



Maintenant l'équation de la perpendiculaire PM sur la corde AB 



est 

(17) 



U V 



on aura l'équation du lieu en éliminant les paramètres u et v 
entre les équations (15) (16) et (17). 
Pour faciliter cette élimination, profitons de lëquation (15) pour 
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rendre Tëquation (16) homogène par rapport à u et t^ ; Téquaiion (16) 
ainsi transformée devient 

(d«~-R«)(u«-fv«) — 2(itt(a« + t;y) + 2(ufl;-fvy)« = 0; 

il suffira maintenant d*y remplacer u et v par les quantités a; et y 
auxquelles ces paramètres sont proportionnels d'après Téqua- 
lion (17). L'équation du lieu est dore 

(d«-R3)(a:2 + y«)~2dx(x« + y«)+2(aî«+»«)« = 0. 
Celle équation se décompose en deux: Tune, 

donne le point P par lequel passe toujours la droite PM qui par 
son intersection avec la corde AB détermine le point M ; l'autre, 

d« — R« 
^ + y«-dx + ^-2^ = 0, 

peut èlre écrite de la manière suivante: 

2R« — (P 



(-1)*+^= 



Elle représente une circonférence ayant son centre au milieu 
de PO et pour rayon | V2R« — d«. 

Pour que le lieu soit réel, il faut que le point P soit intérieur 

à la circonférence ayant pour centre le point et pow rayon Rv/2. 
On sait que cette circonférence est le lieu des sommetà des 
angles droits circonscrits à la circonférence 0; quand le point P 
sera extérieur à la première circonférence, si de ce point on 
mène à la circonférence une tangente PH, la perpendiculaire 
élevée par le point P sur cette tangente ne rencontrera pas la 
circonférence ; il n*y aura donc aucune corde réelle vue du 
point P sous un angle droit, et Ton comprend que le lieu devienne 
alors imaginaire. 
Reprenons la solution 

x^ + y^ = 0] 

pour l'expliquer, nous avons seulement fait remarquer que le 
point P doit appartenir au lieu, parce que la droite PM passe 
toujours par le point P. Cette explication est incomplète, car elle 
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ne montre pas pourquoi le point P est ici défini par Téquation 
x2-f-j^2r=: ot nott par une équation d'une autre forme, telle que 

par exemple. 

La solution que nous avons rencontrée se présentant dans un 
grand nombre de problèmes, il ne sera pas inutile d'exposer les 
considérations qui permettent d'expliquer complètement cette 
solution. 

DROITES IlIAGINAIRES. — DROITES ISOTROPES. 

Quand l'équation d'une droite contient un ou plusieurs coeffi- 
ùients imaginaires, on dit que cette équation représente une droite 
imaginaiï*e. 

Los droites imaginaires qui ont pour coefficient angulaire +.i, 
les coordonnées étant rectangulaires, sont dites isotropes. 

Le système des droites isotropes menées par l'origine a pour 
équation 

{x + yt) {x - yt) = x^ + y^ = 0, 

en coordonnées rectangulaires et 

^* + 2/* + 2icycos6 

= [x +y (cosô -f- isinô)] [x-\-y (cos6 — isinô)] = 0, 

en coordonnées obliques. 

Ainsi on obtient l'équation des deux droites isotropes menées 
par l'origine çû égalant à zéro l'ensemble des termes du second 
degré dans l'équation de la circonférence. 
^ Les droites isotropes jouissent de trois propriétés importantes. 

Théorôme I. — Une droite isotrope est perpendicvlaire sur 
elle-même. 

En effet, le coefficient angulaire t, par exemple, d'une des 
droites isotropes satisfait à la relation 

14-t.i = 0. 

Théorème II. — La distance 4e deux points quelconques pris sur 
une droite isotrope est nulle. 

Soient en effet (X|,2/|), (x^.j/^) les coordonnées de deux points 
situés sur la droite qui a pour équation 



LIEUX GÉOMÉTRIQUES 157 

on aura x^ = ~ iy^ x^, = — iy^, et Texpression analytique de la 
distance des deux points sera 

d« = (a:, -. x,)« + (yt -- »î)* = î^'»i -■ »i)« + (yi - î/i)* = 0. 

Théorème III. — Vexpression analytique de la tangente de 
Vangle V que fait une droite isotrope avec elle-même prend la 

forme illusoire ^* 

En effet, si dans ]a relation 

^. a — a' 

lan«* V = 

lan^v-^^^^ 

on suppose a=^a' = ±_i, l'expression de tang V prend la forme 
illusoire ^ • 

Remarque. — Il importe de bien comprendre le sens des 
théorèmes précédents.; ils expriment non pas un fait géométrique, 
mais une propriété analytique. 

Le second théorème, par exemple, montre que Ton obtient un 
résultat nul en appliquant aux coordonnées de deux points ima- 
ginaires, situés sur une droite isotrope, la formule qui exprime 
la distance de deux points réels. 

Les considérations précédentes vont nous permettre d'expliquer 
pourquoi, en appliquant Talgèbre à la résolution du Problème I, 
on a trouvé la solution 

Menons par le point P une corde ÂB parallèle à Tune des 
droites isotropes; les droites PA, PB joignant le point P ^ux 
points A et B oii la corde rencontre la circonférence, se confon- 
dront avec cette corde, donc (Th. I) ces droites qui ont toutes 
deux pour coefficients angulaires soit i, soit — i seront andytir 
çuew^n^ perpendiculaires. 

D'un autre côté, la perpendiculaire abaissée du point P sur la 
corde AB se confondra avec cette corde ; par suite, tous les points 
de la corde AB font partie du lieu proposé au point de vue ana- 
lytique. On comprend dès lors pourquoi l'algèbre a donné la 
solution 

a;? + y« = 0. 
Problème IL — Trouver le lieu des points de rencontre M| des 
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tangentes menées à une circonférence par les extrémités d'tme 
corde ÂB vue d'un point P sous un angle droit. 

Conservons les mêmes axes et les mêmes données que dans le 
problème précédent ; l'éijuatioa rendue homogène de la circon- 
férepce sera 

(iT — di5)* + y« — R««* = 0. 

Si donc on appelle (oTo^^o) ^^^ coordonnées du point de 
concours M^ des tangentes, la corde de contact AB aura pour 
équation 

jî(Xo — d) + yyo-d(^o — d) — R* = 0. 

L'ensemble des deux droites PA, PB sera représenté par 
Téquation du second degré 

En exprimant que ces deux droites sont rectangulaires, on 
obtient entre les coordonnées (XoiJ^o) 1^ relation 

En transportant l'origine au point et réduisant, cette relation 
devient 

Cette équation représente une circonférence dont le centre est 
sur le diamètre PO en un point qui a pour abscisse — -j^ — g^^ 
le rayon p de cette circonférence est donné par la relation 

p {d«— R«)« d«—R« {d«-R2)2^"^ "^" 

Pour que le lieu soit réel, il faut encore que Ton ait: d« <2R*. 

Problème III. — Étant donné un triangle ABA', par un point 
fixe pris sur le côté AA' on mène une sécante mobile qui ren- 
contre les côtés BA, BA' aux points C et C: trouver le lieu deÊ 



! 
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points de rencontre M des circonférences circonscrites aux triangles 
vaiHables oAG, a A! G. 

Prenons pour axe des z la droite o A' et pour axe des y une 
perpendiculaire élevée 
sur cette droite par 
le point 0. 

Appelons a, a' les 
abscisses des points 
A, A' et soient 

y = c{x — a) 

y = d[x^a!) 

les équations, des 
côlés AB, A'B et 

y = mx 
celle de la sécante oGG'. 

Les coordonnées du point G, intersection des droites AB, oC, 
seront 




« = 



ca 



c — m 



y= 



mca 
c — m 



D'un autre côté, l'équation générale des circonférences passant 
par les points o et A est 

j;*-}-y* — ajc — &y = 0. 

On déterminera le coefficient inconnu h en exprimant que cette 
circonférence passe par le point G, ce qui donne 

, aicm + i) 
c — m 

La circonférence circonscrite au triangle oAG a donc pour 
équation 

cm'\-i 



(18) 



ofl-^-y^ — ax — a 



c — m 



y = o. 



En remplaçant dans cetle équation a et c par a' et c', on ob- 
tiendra réquation de la circonférence circonscrite au Iriangle o A'G' 



(19) 



tt I a u ,c'm + ^ ^ 



c -^m 



1 
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Pour avoir l'équation du lieu des points M, il faut éliminer m 
entre les équations (18) et (19). On obtient ainsi Tëquation 

c{x^ + y^ — ax) — ayc'{x^ + y^ — a'x)-'a'y 
x^+y^ — ax + acy ~ x^ + y'^ — àx + a'c'y ' 

qui, mise sous forme entière, devient 

c (a:2 + y' — ax) {x^ + y^ _ a'x + a'c'y) — ay («^ + y^ — a'x + a'c'y) 
= c\x^ + y^-'a'x){x^ + y^'-'ax + acy)---a'y{x^ + y^--ax+acy). 

Effectuons les calculs et groupons ensemble les termes qui 
contiennent x* + y* en facteur, nous aurons 

(jf« -f y*) [c {X* -\-v*— a'i + a'c'y) — acx — ay]-\-aex [afx — a'dy) -f « y {a'x — a't^y) 
» (jt _j- y*) [c'(x« 4- f* — «« + «cf) — «V* — a'y] -f «'c'-p («« — ««'V) + «> («* — «f y)- 

ou bien 

(«^ + y2){(c-c')[^^4-y'-(« + a')^ + ««']+(«'-«)(4 + c^')y}=o. 

Celte équation se décompose en deux; Tune, 

aj« + y« = 0, 

représente le point o par lequel passent toujours les deux cir- 
conférences mobiles ; l'autre, 

1 4-/»/»' 
a:» + y. _ (0 -1- a-) a; - (a - a') -i^ y + ao- = 0, 

représente une circonférence. 

Il est facile de vériiier géométriquement que cette circonférence 
est circonscrite au triangle BAA'. 

En effet, quand la sécante mobile passe par le point B, les deux 
circonférences variables se coupent au point B, qui doit dès loi s 
fniie partie du lieu. 

Quand la sécante est parallèle au côté AB, le point C s'éloigne 
àl'inflni, et l'une des circonférences se réduit à la droite oA; 
cette droite rencontrant en A' l'autre circonférence, ce point fait 
partie du lieu; on voit de même que le point A fait partie du lieu. 

Cherchons maintenant à expliquer pourquoi on a obtenu la 
solution 

a:« + y«=0. 

Pour cela, menons par le point o une sécante parallèle à l'une 
des droites isotropes, à celle qui a pour équation 

a; + yt = 0, 
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par exemple. Cette droite rencontrera les côtes ÂB, A'B du 
triangle en des points imaginaires que nous désignerons encore 
par G et G'. D*un autre côté, si, dans l'équation générale de la 
circonférence 

^ + ï* + 2D4X + 2Eiy + F4 = 0, 

on remplace x par — yi, on obtient une équation du premier degré 

2(E,-D,t)y + F,=:0. 

Il en résulte que toute droite isotrope rencontre une circonfé- 
rence quelconque en un point rejeté à l'infini; la sécante isotrope 
considérée aura donc avec la circonférence qui passe par les 
points o,Â,G trois points communs, savoir, o, G et un point à Tin- 
fini; par suite, celte circonférence se composera de la sécante 
isotrope et d'une autre droite passant par le point A. Pour la 
même raison, la circonférence qui passe par les points o. A', G' se 
composera de la même sécante isotrope et d'une droite passant 
par le point A'. Les deux circonférences ayant en coilimun la 
sécante isotrope, leur intersection se compose de cette sécante, 
qui doit dès lors faire partie du lieu au point de vue analytique; 
il en est de même de la sécante qui a pour équation 

x — yi = 0. 

En résumé, la solution analytique du problème doit comprendre 
les droites qui ont pour équations 

x-^yi^Q x — j/t = 0, 

et la solution trouvée 

x» + y« = 0, 

se trouve expliquée complètement. 



EXERCICES. 

1. Liea des points tels que la somme des carrés de leurs distances à n 
points donnés respectivement multiplies par des constantes données mi, mi,. . . 
soit constante. 

â. Étant données deux circonférences, on imagine deux circonférences va- 
riables tangentes entre elles et aux précédentes ; trouver le lieu des points de 
contact des circonférences variables. 

S. On prend sar une première droite deux points A et B et sur une seconde 

11 
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droite deux poinls a ei b. Soit S le point de rencontre des droites A a, B^; 
si l'on fait tourner la seconde droite ab autour du point o oU elle rencontre 
la première: 

1* Le point S décrit une circonférence ; 

2* La droite menée par le point S parallèlement à la droite mobile àb passe 
par un point fixe. 

4. D'un point donné A on mène des tangentes à une série de circonférences 
ayant le même axe radical; trouver le lieu des milieux des cordes de contact. 

6. Lieu des centras des circonférences qui coupent deux circonférences 
données, en des points diamétralement opposés. 

G. Lieu des centres des circonférences qui coupent deux -circonférences 
données, de telle sorte que les cordes communes soient rectangulaires. 

7. Deux circonférences se coupent en^daux points; par Tun des points 
communs, on mène deux droites rectangulaires quelconques qui coupent la 
première circonférence aux points A et D, et la seconde aux points A' et B'; 
trouver le lieu des points de rencontre des droites AB, A'B'. 

8. Étant données deux circonférences qui se coupent, on mène par l'un des 
poinls d'intersection une sécante qui rencontre la circonférence o au point B 
et la circonférence o' au point B'. On joint le point B au centre de la circon- 
férence et le point B' au centre de la circonférence o'; trouver le lieu des 
points de rencontre des lignes de jonction. 

9. Sur le côté BC d'un triangle ABC, on prend un point o, et Ton fait passer 
des circonférences, Tune par les points A,B,0, l'autre par les points A,C,o; 
soient I et I' les centres de ces deux circonférences. On propose: 

1* Do démontrer que le rapport des rayons de ces circonférences est indé- 
pendant de la position du point o sur le côté BC; 

2* De déterminer la position que doit occuper le point o pour que les deux 
rayons aient la plus petite longueur possible; 

3* De démontrer que le triangle AU' est semblable au triangle ABC ; 

4* De trouver le lieu décrit par le point M, qui divise le segment II' dans 
le rapport de deux longueurs données a et p. 

10. On donna. deux droites parallèles et un point A sur Tune d'elles. Par le 
point A, on mène une sécante faisant avec les parallèles un angle a et ren- 
contrant la seconde parallèle au point P; au point P, on élève sur AP une 
perpendiclilaire PQ qui rencontre la première parallèle au point Q; enfin, par 
le point Q, on mène une droite faisant avec les parallèles un angle 2 a, et Ton 
projette en M le point A sur cette dernière droite. Trouver le lieu décrit par 
le point M, quand on fait varier l'an'gle a. 

11. On donne une circonférence S, un triangle inscrit ABC et deux points P 
et P' sur la circonférence S. 

10 Démontrer que le point de rencontre M des droites de Simson relatives 
aux points P et P' et au triangle ABC décrit une circonférence S', quand le 
sommet C du triangle se meut sur la circonférence S, les points A,B,P,F 
resJanl fixes; 

2* Trouver le lieu décrit par le centre do la circonférence S', lorsque, en 
laissant fixes les points A et B, on fait mouvoir les points P et P' sur la cir- 
conférence S, de telle sorte que l'arc P P conserve une longueur constante. 

12. Quatre points A,B,C,D étant donnés sur une droite, on décrit sur AB 
et sur CD deux segments capables d'un môme angle variable; trouver le lieu 
du milieu de la corde commune à ces deux circonférences. 
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13. Od donne doux circonférencjg o et a* tangentes entre ellos; par h point 
de contact A, on mèDB dans la première une corde quelconque AB, et dans la 
«ecoade nne corde AC perpeadlcnlaïre sur AB ; on joint BC. 

Cela posé, on demande : 

!• Le lien docril par la projection du point A sur BC ; 

S° Le lieu du milieu de l'hipoténuse BC. 

11. Trouver le lieu géomclrïque du point de rencontre doH haulcurs des 
triangles MBC pour lesquels Us sommais B et C sont fixes et l'angle BMC 
<!onstanli trouver le lieu géométrique des circoor-irancas tangentes aux câlcs 
des mêmes triangles. 

15. Étant donnés trois points A,B,C en ligoe droite, on Tail passer par les 
points A et B des circonriirences qui rencontrent aux points D et D'ia perpen- 
diculaire élevée sur te milieu de AB ; trouver le lieu géométrique des points 
ail les circonfûrences renconlrent les sécantes CD, Ciy. 

16. Lieu des centres des circoorérences qui coupent trois circonférencdA 
données sous des angles égaux. 

17. On donne deux droites rectangulaires ox, og et un point P sur l'une 
d'eues oy; par le point P, on mène des sécantes rencontrant ox au point A, 
et sur chacune d'elles on prend, ii partir du point P, des longueurs PM = dA; 
trouver le lien des points M. 

18. Un angle droit tourne autour de son sommet placé eu contre o d'una cir- 
eonrérence donnée ; on Joint à un point fixe P le point A oii l'un des cGlés de 
l^ngle droit rencontre la circonrOrenco ; trouver la lieu des points où la ligne 
de jonction reocontre le sacoad cStJ de l'angle droit. 
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CHAPITRE PREMIER 

CIASSmCATION DBS OOinWBS DU SECOND OMDRB. 

96. L'équation générale du second ordre à deux variables est 
de la forme 

(1) Aa:« + Cy« + 2Bxî/ + 2Da; + 2Ey + F=0. 

Dans tout ce qui suit, nous représenterons par ç (a;, y) Teasemble 
des termes du second degré; nous poserons donc 

<p(x,y) = Ax* + Cy« + 2Ba;y. 

En désignant par f{x^y) le premier membre de Téquation (1), 
nous aurons l'identité 

r(^o+p*,yo+pp)=p*?(*,p)+p(ar*é+pry.)+r(«b,yo), 

dont nous ferons souvent usage. 

Définition. — Lorsque toute parallèle à une direction D ren- 
contre uno courbe en un point rojeté à l'infini, on dit que la 
direction D est une direction asymptotique. 

Nous classerons les courbes du second ordre d'après le nombre 
des directions asymptotiques réelles. 

Soient a et p les coefficients de direction d'une droite D; une 
parallèle à cette droite sera représentée par l'équation 

^— ^o _ y-yo 

Les valeurs de p, qui correspondent aux points où cette parallèle 
rencontre la courbe du second ordre représentée par l'équation (i), 
sont données par l'équation : 
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Tua des deux points de rencontre sera rejeté à l'infini si Ton a 
f (a, p) = 0, c'est-à-dire 

(2) Aa« + 2Bap + Cp« = 0. 

Nous distinguerons trois cas : 

!• B« — AC<0. — L'équation (2) donne pour - deux valeurs 

imaginaires, et les courbes n'ont pas de direction asymptotique 
réelle; elles forment le genre Ellip$e. 

a 

2* B* — AC > 0. — L'équation (2) donne pour - deux valeurs 

réelles distinctes, les courbes représentées par l'équation (1) ont 
deux directions asymptotiques réelles; elles forment le genre 
Hyperbole. 

a 

3* B* — AC = 0. — L'équation (2) donne pour - deux valeurs 

CL 

réelles égales entre elles, les courbes représentées par l'équa- 
tion (1) n'admettent qu'une seule direction asymptotique; elles 
forment le genre Parahole. 

En résumé, l'équation du second degré peut représenter trois 
genres de courbes : 

i» Genre Ellipse | [ B< — AG < 

2« Genre Hyperbole | caractérisé par la relation | B< — AG> 
3<» Genre Parabole ) ( B* — AC = . 

Remarque L — La relation B* — AC = exprime que l'en- 
semble des termes du second degré ff{x,y) forme un carré 
parfait; l'équation générale des courbes du genre pai*abole a 
donc la forme suivante : 

{ax + by)^ + 2J)x + 2Ey + F = 0. 

Remarque. — Nous désignerons par $ le binéme B* — AG. 

Nous allons maintenant chercher quelles sont les courbes 
renfermées dans les trois genres dont nous venons de recon- 
naître l'existence. 

Genre Ellipse . 5 = B« — AC < 0. 



97. La relation B* — AC<0 montre qu'aucun des coeffi- 
cients A et G ne peut être nul; l'équation (1) contiendra donc à 
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la (bis un terme en v?' et un terme en y*; de plus, les coeflteients 
do ces deux termes seront de mime signe. 
En résolvant l'équation (1) par rapport à y, on a 

4 / 

y = ax + b± p V5a;* + 2|)x + ç, 



en posant 



p = BE — CD g=E«— CF. 



Construisons la droite DD' qui a pour équation 
et posons 



Y = p\/5a;«+2px+g; 



il en résultera 
(8) 



y=j/t±Y. 



L'équation (3) nous montre qu*on obtiendra les points de la 

courbe en ajoutant et re- 
tranchant aux ordonnées 
de chaque point m de la 
droite DD' des valeurs 
égales à cellesqueprend Y 
quand, dans Texpression 
de cette fonction, on rem- 
place X par Tabscisse du 
point m. 

Il résulte de là que la 
droite DD' partage en deux 
parlies égales toutes les cordes parallèles à oj/; on dit que cette 
droite est un diamètre conjugué de la direction oy, 

La même remarque nous montre que Ton est ramer é à étudier 
la fonction Y que nous appellerons ordonnée au diamètre. 

Pour mettre en évidence le signe du coefficient 5, nous pose- 
rons 5 = — fx*, ce qui donne 




— A" 



G V ^a« ^fx« 



L'ordonnée au diamètre ne sera réelle que si le trinôme placé 
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SOUS le radical est positif; nous désignerons par j! et x' les 
%éTO% de ce trinôme, et nous distinguerons trois cas: 

1. Le^ valeurs x' et x' sont réelles et inégales. — On a 



Y = ^\/{x'—x){x — x''), 

Pour fixer les idées, soit x'^x"] Tabscisse x devra rester 
comprise entre x" et x' ; donc la courbe sera elle-même comprise 
entre les droites Aa, A' a', qui ont respectivement pour équa- 
tion fl: = x", x = x'. Quand x varie de x'^ kxf, l'ordonnée Y resle 
finie et part de la valeur zéro pour redevenir nulle; dans Tinter- 
valle, cette ordonnée passe doncpar un maximum. Pourdéterminer 
ce maximum, remarquons que dans le produit {xf — x)[x — x"), 
les deux facteurs sont positifs et ont une somme constante; par 
suite, Y sera maximum quand on aura 

x!+xr 



a;' — a;=x — x*, d'oii x = 



2 



La valeur maximum de Y a pour expression 

Par le point b milieu de aa', menons une ordonnée rencontrant 
au point C le diamètre DD' ; puis, sur cett^ ordonnée, de part et 
d'autre de ce diamètre, prenons des longueurs 

enfin par les points B et B' menons des parallèles au diamètre DD' ; 
elles formeront avec les droites Aa, AV un parallélogramme 
dans lequel la courbe sera tout entière comprise. 

Aux points A, A', B, B' cette courbe touche les côtés du 
parallélogramme. 

Par le point A, par exemple, menons une sécante qui rencontre 
la courbe au point M; quand cette sécante, en tournant autour 
du point A, viendra se confondre avec A a, le point M coïncidera 
nécessairement avec le point A; car, sur la droite Aa, il n*y a 
pas de point de la courbe autre que A. La courbe touche donc au 
point A le côté Aa du parallélogramme. Le même raisonnement 
peut être répété pour les points A', B, B'. 

En résumé nous obtenons une courhc limitée dans tous les 
sens, à laquelle on a donné le nom ^.l'Ellipse. 
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Centre. — Diamètre conjugué du diamètre DD'. -- ConsiddroDs 
deux cordes MM', PP parallèles à BB' et équidistantes de cette 
droite; les équations de ces cordes seront 

Les ordonnées au diamètre des points M et M' ont pour 
expression 



Cette valeur ne change pas quand on y remplace X par — X; 
donc les longueurs Mm, Wm, Pp, P'p sont égales, et la 
figure MM'PP est un parallélogramme. Il résulte de là: 1® que 
la droite BB' partage en deux parties égales toutes les cordes 
parallèles au diamètre DD'; 2* que le point C partage en deux 
parties égales toutes les cordes MF qui passent par le point C. 

Les deux diamètres BB', DD', tels que chacun d'eux partage 
en parties égales les cordes parallèles à Tautre, sont dits conjugués. 

Le point G qui partage en parties égales les cordes passant 
par le point G est appelé centre. 

2. Les valeurs x! et af sont égales. — L*équation de la courbe 
devient alors 

y = aX'{'b±,Y^{x — x!)i. 

Les seules valeurs réelles de a; et de j( qui satisfont à cette 
équation sont: 

x=xf y=ax>-\'by 

la courbe se réduit donc à un point. 

3. Les valeurs x' et xf sont imaginaires. — Le trinôme 

a, quel que soit x, le signe de son premier terme; par suite, Y 
est constamment imaginaire et Téquation (i) ne représente plus 
une courbe réelle ; on dit que cette équation représente une 
ellipse imaginaire. 
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Genre Hyperbole . « = B« — AC> 0. 

I 98. Dans ce cas, on peut avoir G = avec B ^ 0, ou bien Â = 

avec B^O; nous supposerons d'abord C^O. 

Coname pour le genre ellipse, on est ramené à étudier Tor- 
donnée au diamètre Y. Pour mettre en évidence le signe de la 
quantité B, nous poserons $ = fx*, et nous aurons 



GV^ ^UL« ^U.« 



Nous désignerons toujours par xf eisf les zéros du trindme 
x* + -^ X + -4, et nous distinguerons trois cas. 

1 . Les valeurs x' et sf sont réelles et inégales . — On a • 



Pour fixer les idées, soit xf^xf] pour que Y soit réel, il faut 
que Tabscisse x ne soit pas 
comprise entre af et x*; donc 
la courbe n'aura aucun point 
entre les droites A a, A' a' qui 
ont respectivement pour équa* 
tiona;=j:*, x=x!. 

Quand x varie de a/ à + « i 
l'ordonnée Y croit de zéro à 
Finflni; on a donc deux arcs de 
courbes partant du point A' et 
s'éloignant à l'infini de part et 
d'autre du diamètre DD' dans 
le sens des abscisses positives. ^ 

En faisant varier x de xf 
à — 00 on obtient deux nou- ^9» 85. 

veaux arcs de courbes partant du point A et s'éloignant à Tinflni 
de part et d'autre du diamètre DD' dans le sens des abscisses 
négatives. 

On obtient donc une courbe composée de deux branches sé- 
parées et qui s'étendent à l'infini, l'une dans le sens des abscisses 
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positives, Tautre dans le sens des abscisses négatives; on lui a 
donné le nom d*hyperbole. 

Remarque. -^ On démontre comme dans le cas de l'ellipse: 
!• que la courbe touche les droites Aa, A' a' aux points A et A'; 
2"* que la droite bC équidis tante des deux droites Aa, A' a' forme 
avec DD' un système de diamètres conjugués; 3"* que le point G 
est centre. 

2. Les valeurs s! et x" sont imaginaires. — L'ordonnée Y reste 
réelle quand x varie de — oo à + oo ; de plus, cette ordonnée varie 
elle-même d'une manière continue de -f- oo à -f-<30 ; par suite, elle 
passe par un minimum. 

Pour déterminer ce minimum, nous mettrons l'expression de 
l'ordonnée Y sous la forme suivante : 



V 4 ^XiiP :««.,^ ^ ^* ^ «* 



le terme -^ — ^ est positif, puisque x! et xf sont des quantités 



/■ 



P" 



imaginaires ; Y acquiert donc sa valeur minimum r^\J \' 

p 

pour x = — ^• 

Soit a le point qui a pour abscisse — — ; sur l'ordonnée aC 
prenons, à partir du diamètre DD' et de part et d'autre, des 

longueurs CA = CA' = p y -^ — ^ î ©oAn par les points A et A' 

menons des parallèles au diamètre DD', la courbe n'aura aucun 

point entre ces parallèles: 
on démontrera , comme 
dans le cas de l'ellipse, 
que la courbe touche ces 
parallèles aux points 
A et A'. 

La courbe est compo- 
sée de deux branches sépa- 
rées et qui s'étendent à 
Tinfini, l'une dans le sens 
des ordonnées positives, 
PI gg l'autre dans le sens des 

ordonnées négatives; cette courbe est encore une Hyperbole. 
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Remarque . — En coupant la courbe par les deux droites qui 
ont pour équation 

on démontrera, conume dans le cas de l*ellipse, que les- deux 
droites AA', DD' forment un système de diamètres conjugués et 
que le point G est un centre. 

3. Les valeurs xl et x" sont égales. — L'équation de la courbe 
devient alors 

y=ax + b±^(X'-x'). 

La courbe se compose de deux droites qui se coupent. 

99. Supposons maintenant que Tun des coeflllcients A ou G 
soit nul; soit par exemple G = 0: le binôme B* — AG étant 
positif, le CQefllcient B ne peut pas être nul et Téquation (1) devient 

(4) Aa;« + 2Bxî^ + 2Dx + 2Ey + F = 0. 

£n résolvant cette équation par rapport à la variable y qui 
n'entre qu'au premier degré, on a 

_ Aa;^4-2Da; + F 

^"" 2(Ba: + E) 

EfTectuons la division indiquée dans le second membre de 
cette équation ; en représentant par ex -^ die quotient, par R le 
reste qui est une constante, on aura 

(5) y = cx4-d+rr-n — r-rr- 

Nous .distinguerons deux cas. 

Premier cas. — Le reste R n'est pas nul. — Construisons Ta 
droite DD' qui a pour aV/e /y 

équation // / ^^ 

», = cx + d, // /^^^Ji 

et posons 
_ R 
*~2(Bx-f E)' 
il en résultera 

cette relation montre 
que, pour avoir les 
points de la courbe, il faut ajouter aux ordonnées des différents 
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points de la droite DD' une quantité égale à la valeur algébrique 
àe%. En d'autres termes, on est ramené à construire la courbe qui 
a pour équation 

R 



z = 



2(Bx + E)' 



en portant les abscisses sur ox à partir du point o, et les ordon- 
nées 2 parallèlement à oy, mais à partir de la droite DD'. 

Pour fixer les idées, nous supposerons que les coefficients R, B, E 

sont positifs. 

E 

La fonction z est discontinue pour a: = — ^; soit Â A' la droite 

E 
qui a pour équation x= — ^^ • 

E 
Quand x varie de — oo à — h ~" «> '^ fonction % toujours néga- 

tive varie de à — oo ; on a donc une première branche de 

courbe BB' asymptote aux droites DD' et ÂA' dans le sens des 

ordonnées négatives. 

E 
Quand x varie de — 5+ • * +*^ > ^^ fonction z toujours posi- 

tive varie de-f-^^à 0; on a donc une seconde branche de 
courbe EE' asymptote aux droites DD' et AA' dans le sens des 
ordonnées positives. 

Centre. — Il est aisé de démontrer que le point G intersection 
des deux asymptotes est un centre. 

Menons en effet par ce point une sécante qui rencontre la 
courbe aux points M et M'; son équation sera 

y — ca; — d = X(Bx + E). 

En éliminant y entre cette équation et Téquation (5), on a pour 
déterminer les abscisses des points M et M' Téquation 

La demi-somme des racines de cette équation, c'est-à-dire 

E 
l'abscisse du milieu de la corde MM', a pour valeur — — ; ce milieu 

coïncide donc avec le point G, qui dès lors est un centre. 
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La courbe que nous venons de construire est encore une 
hyperbole. 

En résumé, quand, dans Téquation du second degré, manque le 
terme en j^, cette équation représente une hyperbole dont on 
obtient les asymptotes en appliquant la règle suivante: 

Règle. — 1* Pour avoir Vasymptote parallèle à l'axe des y, on 
égale à zéro le coefficient de y dans V équation de la courbe. 

2'' Pour avoir Vasymptote non parallèle à l'axe des y, on réduit à 
sa partie entière l'expression (5) de l'ordonnée. 

Remarques. — 1<» Quand on a simultanément C = 0, E = 0, 
Tasymptot-e parallèle à l'axe des y se conrond avec cet axe. 
L'équation de la courbe devient alors 

Ax^ + 2Bxy + 2J)x + F= 0; 

elle ne contient ni terme en y*, ni terme en y. 

2^* Quand les termes en x'^^ y^j xeiy manquent à la fois, c'est- 
à-dire quand Téquation de la courbe est de la forme 

2Biry + F = 0, 

elle représente une hyberbole ayant pour asymptotes les axes 
des coordonnées. 

Deuxième cas. — Le reste R est nul, — On a alors identiquement 

Aa;* + 2Dx + F = — 2(cx + d)(Ba: + E), 

et l'équation (4) devient 

I {Bx + E){y — eX'-d) = 0] 

I elle représente deux droites qui se coupent et dont les équations 

sont 

Ba: + E = y — ca; — (i = 0. 

Genre Parabole. S = B« — AC = 0. 

100. Dans ce cas, on peut avoir à la fois B = 0, C = ou 
B = 0, A = 0; nous supposerons d'abord C^O. 

Gomme pour le genre Ellipse et le genre Hyperbole, on est 
ramené à étudier l'ordonnée au diamètre Y, dont l'expression 
devient 

Y = ^\/2px + q. 
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Nous distingueroDS deux cas : 

i"* p^O. — Soit par exemple p^O. Pour que Y soit réel, il 

faut que x varie de — ^ à -f- oo ; alors Y croît de zéro à + oo ; 

zp 

soit A a la droite qui a pour équation x = — ^ , la courbe sera 

tout entière par rapport à celte droite du côté des x positifs : 

elle est formée de deux arcs qui, 
partant du point A, s'ûtendeot à 
rinfini de part et d*autre du dia- 
mètre DD'. On lui a donné le nom 
de Parabole. 

On verrait toujours de la même 
manière que la courbe touche au 
point A la droite Aa. 

Remarque. — Quand p est né- 
gatif, la courbe est encore une 
^ parabole qui s'étend à Tinflni dans 
^'6* 88. le sens des abscisses négatives. 

£• p = 0. — L'équation de la courbe devient alors 

y = ax + b±j^\/q. 

Cette équation représente deux droites parallèles équiJistantes 
du diamètre DD' ; ces deux droites sont 

réelles et distinctes j ( î > 

confondues > si Von a < 9 = 
imaginaires ) ( g<0. 

iOl. Supposons maintenant que Ton ait à la fois B = G = 0, 
Téquation (1) devient: 

(6) Aa:« + 2Djî4-2Ey + F = 0. 

Nous distinguerons deux cas : 

1 . E ^ . — L'équation (6) donne pour y une valeur de ia 

forme 

yz=zax^-\'bX'\-c. 

On peut toujours supposer que le coefBcient a est positif, car, 
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s'il était .négatif, il suffirait de changer y en -r- y pour être 
ramené à la première hypothèse; or, cela revient à changer le 
sens des ordonnées positives. 

Soient af et jf les racines de Téquation 

Nous distinguerons trois cas : 

1** Les racines x' et xf sont réelles et inégales. — Soit, pour 
fixer les idées, a:' > x'. On a 

y = a(x — a;') (a; — x"). 

Quand x varie de — oo kx\y toujours positif décroît de +00 
à 0, ce qui donne l'arc CA s'étendant à Tinfini dans le sens des 
ordonnées positives et coupant Taxe des x au point qui a pour 
abscisse x*. 

Quand x varie de x" à x' , y toujours négatif part do la valeur 
et redevient nul, ce qui donne Tare ÂMB situé du côté des y 
négatifs et coupant l'axe 
des X aux points A et B 
qui ont pour abscisses a;" 
etaf. 

Enfin, quand x varie de x' 
à -f- °o > y toujours positif 
croit de à + 00 , ce qui 
donne Tare BD s'étendanl 
à l'infini dans le sens des 
ordonnées positives. 

La courbe est encore 
une parabole. 




Flg. 89. 



Remarque. — Quand on parcourt Tare AMB, la valeur absolue 
de l'ordonnée passe par un maximum ; pour déterminer ce maxi- 
mum, remarquons que Ton a 

— j^ = a (x' — ac) (oî — x"). 

Les deux facteurs positifs oi — x^x — a:" ont une somme cons- 
tante, donc — y sera maximum quand on aura 

x'+x' 



X ■"" X "" ' X *"" 3U ] 



d'où 



x= 
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L'ordonné3 dont la valeur absolue est maximum passe donc par 

5 ) 

2« Im racines sfetsf sont égales. — Les deur points A et B 
coïncident et la courbe est encore une parabole qui touche Taxe 
des Xf au point ayant xf pour abscisse. 

S*» Les racines xf et x' sont imaginaires. — Quand x varie 
de — 00 èi'\-oo^y toujours positif et continu part de l'infini 
pour redevenir infini ; la courbe est encore une parabole ne ren- 
contrant plus l'axe des x et dont un des points a une ordonnée 
minimum. 

Pour déterminer ce minimum, nous écrirons la valeur de l'or- 
donnée de la manière suivante : 



1/ , 6\« Âac — b* 



La constante — j est positive, puisque les racines xf, x" 

sont imaginaires; donc le minimum de y correspond à Tabs- 

cisse a: = — ---, et il a pour valeur — ; • 

2a' ^ ia 

2. E = 0. — L'équation (6) devient 

Ax« + 2Dx + F = 0. 

Elle représente deux droites parallèles à Taxe des y. 

i réelles et distinctes J I D« — AF > 

confondues > si Von a | D* — AF = 
imaginaires ] ( D* — AF < 0. 

102, Harche à suivre pour la discussion d'une équation 
du second degré. — On commence par former le binôme B* — AG 
pour déterminer le genre de la courbe. 

Si l'équation contient x et y au second degré, on la résout 
par rapport à y, et, dans l'expression ainsi obtenue, on égale à 
zéro la quantité placée sous le radical. 

Quand les racines de cette équation sont réelles et distinctes^ 
la courbe est une véritable ellipse ou une véritable hyperbole. 

Quand ces racines sont égales, la courbe se compose de deux 
droites qui se coupent réelles ou imaginaires* 
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Quand ces racines sont imaginaires, la courbe est une ellipse 
imaginaire ou une hyperbole. 

Si le trinôme placé sous le radical s'abaisse au premier degré, 
la courbe est une parabole. 

Si ce trinôme se réduit à une constante, la courbe se compose 
de deux droites parallèles. 

Supposons maintenant que, dans Téquation, y n'entre qu'au 
premier degré; on la résoudra par rapport à y et, dans l'ex- 
pression ainsi obtenue, on effectuera la division du numérateur 
par le dénominateur. 

Si le resle de cette division n'est pas nul, la courbe est une 
hyperbole. 

Si ce reste est nul, la courbe se compose de deux droites qui 
se coupent. 

Enfin, si le dénominateur est une constante, la courbe est une 
parabole. 

Les résultats de la discussion de l'équation du second degré 
sont résumés dans le tableau suivant: 



Genre Ellipse 
e<0 



Genre Hyperbole^ 
8>0 



Genre Parabole 
«=0 



r.^ .' xr. ^i réelles et distinctes, ellipse. 
L'équation Y« = \ ^ , »t . . 

{ égales Un point. 

a ses racines, .... _„. . . , 

' imaginaires. Ellipse imaginaire. 

léqmiionY' = o\ réelle» et distincte, | Hyperbole. 

^ l outmagmatres . .) '^ 

a ses racines. . . .(^^aie». Deux droites qui se coupent. 

C =: i ^TPOi'l'ole ayant une asymptote parallèle 

* ' * ') éi oy, ou deux droites. 

G = 0, B = 0. Hyperbole asymptote à Taxe oy. 
Y* est dm premier degré. . . . Parabole. 

i«.>..^#.s.. ( Deux droites parallèles 
potUive. . ^ dtaUnotes. 

nulle . . . Deux droites confondues. 
n^nnti«. \ »«« droitos parallèles 
négattve. . | imaginidres. 

B = C = E^O. . . . Parabole. 

B = 0, C = E = 0. ... Deux droites parallèles. 



f2 



CHAPITRE II 



Application des propriétés des polynftmes homogènes du 
second degré àr la classification des courbes du second 
ordre. 

103. On a vu en algèbre que lout polynôme liomogène du 
second degré à n variables est, en général, égal à la somme des 
carrés de n fonctions linéaires et bomogènes de ces variables. 
En appliquant à la fonclion 

les transformations qui ont permis d'établir cette proposition, 
on donne à Téquation du second degré des formes qui permettent 
de déterminer facilement la nature des courbes qu'elle représente. 
Nous aurons à examiner les deux hypothèses suivantes : 

I. — Les coefficients des carrés x^ et y^ ne sont pas nuls à la fois. 

II. — Les coefficients de ces carrés sont nuls à la fois. 

Dans c& qui suit, nous aurons à considérer, outre la fonc-> 
tion $ = B^ — AG, une autre fonction A que nous allons définir, 
et qui est appelée le discriminant de la fonction du second 
degrôf(x,y). 

Les demi-dérivées partielles de la fonction f rendue homogône, 
c*C8i-à-dire de la fonction 

f=Ax^ + Cy* + 2Bxy + 2Dx% + 2Ey%+F7^, 
ont pour oxpression 

\f's = Ax + Byi-D% 



lf'y = Bx + Cy + E% 
{rM = Dx + Ey + F%, 



\ 
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Nous désignerons par A le dëterminant suivont : 

A B D 
B C E 
D E F 

qui a pour éléments les coefficients des variables x, y, % dans les 

demi-dérivées | /"i, 5 /V, 5 A- 

En développant ce déterminant, on trouve 

A = — AE« — CD» + 2BDE — F (B« - AC). 

Nous allons maintenant transformer la fonction f, 

L — Les coefficients des carrés x- et j^* ne sont pas 

nuls à la fois. 

104. Pour fixer lesidées, supposons A ^0. On a identiquement 
/=i(A« + By + D)« + Cî/« + 2Etf + F-~(By-f.D)«, 

ou bien 

(2) /^=l.[(Ax + Bî/ + D)« + (AC-B«)î^ 

-f 2 (AE — BD)y +AF — D«j. 

Nous désignerons par P la fonction Ax-^-By-^-D^ qui n'est 

autre chose qno^fs- 

Nous devons maintenant distinguer deux cas : 
1» 8 = B* — AG^O. On a alors identiquement 

(AF - D») (B« — AC) + (AE - BD)^ 
ou bien 

en posant Q = — 8 j/ -f- AE — BO, et remarquant que l'on a 

(3) (AF — D«)(B«-AC) + (AE-BD)« = -.AA. 
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On voit que, si o n*est pas nuf, Téquation d'une courbe du 
second ordre pourra être ramenée à la forme suivante : 

(I) ap» — Q*— AA = 0. 

go 8= B* — AC = 0. — L'égalité (2) devient alors 

/^=:i.[P«4-2{AE — BD)y + AF — D«J. 

A 

D'un autre côté, l'égalité (3) nous donne 

(AE — BD)* = — AA. 
Par conséquent, si A n'est pas nul, on aura 

f=*-[P« + Q], 

en posant Q = 2(AE — BD)y + AF — D^, et l'équation de la 
courbe du second ordre pourra être ramenée à la forme 

(II) P« + Q = 0. 
Si A est nul, on aura 

et l'équation de la courbe du second ordre pourra être ramenée 
à la forme 

(III) pî + AF — D« = 0. 

II. -— Les coefficients des carrés x^ et y* sont nuls à la fois. 
On a alors 

/=2Baîy + 2D« + 2Ey + F, 
ou bien 

r=|(By + D)(Baî + E) + F-i|?, 
ou encore 



f=B[*™-|]' 



en posant P = By + 1^, Q = Bx + E, et remarquant que, A et G 

étant nulsi on a 

2DE_ A 

B ""^B»' 



CLASSIFICATION DES COUhBES DU SECOND ORDRE 181 

Il n'est pas inutile d'observer que les polynômes F et Q sont 

» 

respectivement égaux aux demi-dérivées 5 /"i, 5/» de lar fonction/". 

En résumé, quand les coefficients A et G sont nuls à la fois, 
l'équation de la courbe du second ordre pourra être ramenée à 
la forme 

Remarque. — La forme (!*") est comprise dans la formé (I); 
en effet, on a identiquement 



M^M^^y- 



et réquation (I***) devient 

/P + QV/P-QV A_n 
\ 2 J \ 2 J 2B ' 

•i 

105. Nous allons maintenant chercher les courbes, qui sont 
représentées par les équations (I) (II) (III) (P"). 
Ces équations sont de la forme 

r(P,Q) = 0, 

P et Q étant des fonctions. linéaires ; les droites AP, AQ repré- 
sentées par les équations P = 0, Q = se coupent en un point A ; 
car, si Ton considère les formes (1) (II) (III), la fonction P ren- 
ferme les deux variables x et y, et la fonction Q une seule 
variable; si Ton considère la forme (I***), la fonction P renferme 
seulement la variable y et la fonction Q seulement la variable x. 

Quand on donne à Q une valeur p, l'équation f{P,Q)z=:0 
donne pour P des valeurs de la forme P = a ; les différents 
points M de la courbe représentée par cette équation sont donc 
déterminés par Tintersection de deux droites parallèles., Tune à AP, 
l'autre à AQ. 

Gela posé, considérons d*abord Téquation 

(I) SP«-Q« — AA=0. 

Nous aurons à examiner deux hypothèses principales : 
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!• 3<0. — En mettant en évidence les signes des coefficients, 
réquation peut avoir Tune des trois formes suivantes : 



P« + Q« =1) ( AA<0 

j A = 



pa_|_Q« =0>onaalors 



L'équation 

pt + Q« = l 

montre que P et Q restent compris entre — 1 et + i ; <lonc la 
courbe représentée par cette équation est limitée dans tous les 
sens ; cette courbe est une ellipse située à rintérieur du paral- 
lélogramme dont les côtés ont pour équations 

P = ±l Q = ±l. 

On vérifie facilement que l'ellipse passe par les milieux des 
côtés du parallélogramme, et qu'elle est tangente à ces côtés. 

Pour une valeur p attribuée à Q, notre équation donne pour P 
deux valeurs égales et de signes contraires; on obtient donc 
Q / ainsi sur la droite MM' définie par Téqua- 

tion Q = p, deux points M et M' également 

,yi distants de AP; par suite, la droite AP 

divise en deux parties égales les cordes 

P parallèles à la droite AQ. 

^ On voit de même que la droite AQ divise 



z 



/ 



/. 



^y;' en deux parties égales les cordes parallèles 

ne. 90. à la droite AP. Il résulte de là que les 

droites AP, AQ forment un système de diamètres conjugués. 

L*équation 

P» + Q« = 

n'admet pas d'autres solutions réelles que P = 0, Q=0; elle 
représente donc un point. 
Enfin l'équation 

n'admet aucune solution réelle, nous dirons qu'elle représente 
une eUipse imaginaire, 

2* B>0. — En mettant en évidence les signes des coefficients, 
l'équation (I) peut avoir Tune des formes suivantes: 

P*-Q»±1=0) , (a^o 

— > on a alors { -^ ^^ 
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ConsidéroDS par exemple l'équation 

elle montre que Q peut varier de — oo à -|- oo i sans que P cesse 
d'être réel; P^ d'aljprd infini, redevient infini en passant par la 
valeur minimum 1. Il résulte de là que la courbe n'a aucun point 
situé entre les droites qui ont pour équation 

P= + l: 

elle se compose de deux branches séparées et s'étendant à 
l'infini : cette courbe est donc une hyperbok. 
Un verrait de même que l'équation 

P« — Q2 = — 1 

représente une hyperbole. 

Dans les deux cas, les droites AP, AQ forment deux diamètres 
conjugués. 

Quant à l'équation 

pa — Q2 = 

qui se décompose en deux autres, 

P + Q = 0, P-"Q = 0, 

elle représente deux droites qui se coupent. 
106. Considérons en second lieu l'équation 

(II) P« + Q = 0. 

On ne peut faire varier Q que de à — oo ; la courbe repré- 
sentée par cette équation est illimitée dans un seul sens, elle 
est donc une parabole. 

Considérons^ en troisième lieu, l'équation 

(lU) P« + AF-D« = 0; 

on en tire 

P = ±\/d« — AF. 

L'équation représente donc 

Deux droites parallèles réelles \ (D^^ AP^ 

Deux droites confondues | si Von a | D^ — AF = 

Deux droites parallèles imaginaires ) ( D> -> AF<0. 



I 

I 
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107. Reste enfln à étudier l'équation 



(!*'■') 



PQ-2B = «' 



(Zpy_(l^y_ 



= 0. 



qui peut être écrite de la manière suivante : 

P-QV ^ 

2B 

Sous cette forme,- on voit que Téquation représente une hy- 
perbole quand A n'est pas nul, et deux droites qui se coupent 
quand A est nul. 

Les résultats auxquels nous venons de parvenir sont résumés 
dans le tableau suivant : 



GENRE 


FORME QUE PREND 


NATURE 




de la courbe 


l'équation de la courbe 


de la courbe 




Genre Ellipse 
8<0 


AA<0 

A = 

AA>0 


p«4-Qt_l = 
p« + Q» = 

P"-J-Q*+1=0 


Ellipse. 

Point. 

Ellipse imaginaire. 






A^O 


P* — Q» = ±l 


Hyperbole. 




Genre 

Hyperbole 

ô>0 


A-0 

a=o(a^o 


p« Q«-0 
PQ = ±1 


Deux droites qui se 
coupent. 

Hyperbole. 






G 0(A = 


PQ = 


Deux droites qui se 
coupent. 






A^O 


P«H-Q = 


Parabole. 

9 


1 


Genre Parabole 


m 


P« = l 


Deux droites parallèles 
réelles. 




à=o 


A = 


P« = 


Deux droites confondues. 








P« = — î 


Deux droites parallèles 
imaginaires. 





Condition pour que l'équation générale du second degré 

reprtsente deux droites. 

L^examen du tableau précédent conduit immédiatement au 
théorème suivant: 

108. — Théorème. — 1"* Pour que Véquation du second degré 
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à deux variables représente deux droites, il faut et il suffit que le 
discriminant Usoit nul; %"" lea deux droites sont concourantes si la 
fonction B n'est pas nulle; elles sont parallèles si la fonction t est 
nulle. 

Les propriétés des polynômes homogènes du second degré 
permettent d'établir facilement la même proposition. 

En effet, pour que Téquation du second degré f{x,y) = repré- 
sente deux droites, il faut et il suffit que l'on ait identiquement 

f=PQ ou /•=(P + Qi)(P-Qf), 

suivant que les deux droites sont réelles ou imaginaires; P et Q 
représentent deux fonctions du premier degré. 
Dans le premier cas, on a identiquement 



r=m*-(^T 



Dans le second cas, on a identiquement 

/•iziPa + Qa. 

En résumé, le problème est ramené à exprimer que la fonction f 
est égale à la somme des carrés de deux fonctions linéaires. 

La solution que nous allons donner de cette question est due, 
en partie, à M. Kronecker; elle s'applique à une fonction homo- 
gène du second degré de n variables; mais nous examinerons 
seulement le cas où le nombre des variables est trois. 

109. Lemme. — Soit f(x,y,z) une fonction du second degré des 
variables x,y,Z] si Von a, quelles que soient ces variables ^ la 
relation 

les œefficients x\y\ii n* étant pas nuls à la fois, on aura aussi, 
quelles que soient x, y, z, la relation 

fix + xf,y + y',z + z')=^f{x,y,z). 
£n effet, on a démontré en algèbre Tégalité 

f{x+x%y + y',z + ^) = f{x,y,z) + {x'rx + îfrv + ^r*) 

-\-Ux'r:i+i/fi+zr/'\ 
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or, si l'on pose 

on vérifie facilement la relation 

(î) 

mais la fonction u. étant nulle identiquement, il en est de même 
de ses tro;s dérivées partielles : le lemme est donc démontré. 

Théorème. — Pour .qu'une fonction homogène et du second 
degré à trois variables soit la somme des carrés de deux fonctions 
linéaires homogènes et indépendantes de ces variables, il faut et il 
suffit que le discriminant A de cette fonction soit nul et qu*un des 
mineurs du premier ordre, au moins, ne soit pas nul, 

i"* Les conditions sont nécessaires. — Soit 

f=Ax* + Cy* + 2Bxy + 2T)xz-\-2Eyz-\'Fz^ 

une fonction homogène du second degré à trois variables x,y, z\ 
supposons que Ton ait identiquement 

avec 

X = ax + by-\-cz Y ^a'x + b'y + cfz] 

on aura aussi identiquement 

\f's = Ax + By + ï)z^aX+a'Y 

(1) \fy = Bx + Gy + Ez = bX + b'Y 

\fz = Bx + Ey + Fz^cX + c'Y. 

Les deux équations homogènes 

X = Y = 0, 

renferment trois inconnues x,y,Z] donc elles admettent une 
solution rc = a, y = p, 2 = Y, les valeurs a, p, y n*étant pas toutes 
nulles; les identités (1) nous montrent que ces valeurs doivent 
satisfaire aux équations 

donc déjà le discriminant A de la fonction f est nul. 
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Reste à démontrer que tous les mineurs du premier ordre dé A 
ne sont pas nuls. 

Par hypothèse, les fonctions X et Y sont indépendantes ; donc, 
parmi les Séteiminants du second degré formés en prenant deux 
colonnes dans le tableau suivant: 

abc 
a! b' c' 

Ton au moins n*ost pas nul; pour fixer les idées, supposons que 

l'on ait 

a b 

a' b' 



^' = 



^0. 



D'après les identités (1), les deux systèmes d*équations 

(2) n=o ry=o 

(3) aX + a'Y = bX + b'Y = 

sont équivalents; de plus, M n'étant pas nul, on ne peut satisfaire 
aux équations (3) qu*en posant à la fois 

X = Y = 0. 

Pour « = 0, ces deux équations se réduisent aux suivantes: 

ax-\-by = a'x + b'y = 0, 

qui admettent seulement la solution a; = 0, y = 0. 

Il résulte de là que si l'on fait « = 0, les deux équations f'x = 0, 
^y=rO, c'est-à-dire les deux équations 

Ax + Byi^O Bx-\-Cy = 
admettront seulement la solution x = 0, y = ; donc le mineur 

A B 

B C 
n*est pas nul. 

S"" Les conditions sont suffisantes. — En effet, le discriminant A 
étant nul et l'un de ses mineurs du premier ordre au moins 
étant différent de zéro, il existe, entre les dérivées partielles de 
la fonction fvne relation linéaire et homogène, 

les coefficients ^, (jl, v n'étant pas tous nuls. 



I 
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Posons 
nous aurons, d'après le lemme établi précédemment,* l'identité 

(5) f{x, y, z) = /"(X, Y, Z). 

Supposons, par exemple, que le coefficient v ne soit pas nu), 
nous pourrons poser Z = 0, c'est-à-dire 

a + va = 0. 

Cette équation donnera pour a une valeur finie et déterminée 
a = , et l'identité (5) deviendra 

V 

nx,î/,a) = AX,Y,0); 
le second membre ne dépend plus que des deux variables 

X = a: z Y = w— -2. 

V V 

qui sont évidemment indépendantes; donc la fonction f est égale 
à la somme des carrés de deux fonctions linéaires et homogènes 
des variables x, y, %. 

Discussion. — 1° SoitB = B^ — AC^O. — En développant 
l'identité (4), on obtient les équations 

AX-|-B.u. + Dv = 
BX + CfjL-f Ev = 
DX-i-E|jL + Fi; = 0, 

■ 

qui donnent les relations 
(6) ' 



BE — CD BD — AE AG — B«' 



comme, par hypothèse, S n'est pas nul, la constante v sera didé- 
rente de zéro, et nous pourrons poser Z=.0; la fonction f sera 
donc une fonction homogène des variables X et Y, et, quand on 
y fera 2 = 1, elle sera une fonction homogène des varia- 

bles X — , y — -; donc l'équation 
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représentera deux droites qui se coupent au point ayant pour 

coordonnées a; = -, t/ = ~ • 

2« SoitB = 0. — Les équations (6) exigent v = et Tune 
des constantes X oufA n'est pas nulle; soit, par exemple, (x<0; 

y 

nous pourrons poser Y = 0, d'où a = — - • La fonction f sera 

alors homogène par rapport aux deux variables X et Z, c'est-à- 
dire de la forme 

aX« + 2&XZ + cZ«; 

maintenant, quand on pose 2 = 1, on a aussi Z = i ; donc l'équa- 
tion f{x, y, 1) = pourra être mise sous la forme suivante : 

aX«4-2frX + c = 0; 

par suite, elle représente deux droites parallèles. 

Conditions pour que l*équation générale du second degré 
représente deux droites confondues. 

Le problème revient à exprimer que la fonction homogène du 
second degré f{x, y, %) est un carré parfait. 

110. Théorème. — Pour qu'une fonction homogène du second 
degré à trois variables soit un carré parfait, il faut et il suffit qtie 
le discriminant A de cette fonction soit nul, ainsi que tous les mineurs 
du premier ordre. 

1*» Les conditions sont nécessaires. — Supposons que Ton ait 
identiquement / 

f=X« 

avec 

X = ax-\-by-{'Cz; 

on aura aussi identiquement 

(7) \f^ = Bx + Gy + Ez^cX 

lfz = J)x-{'Ky'^Fz^cX. 

Démontrons, par exemple, que dans le déterminant A tous les 
mineurs relatifs aux éléments D, E, F sont nuls. 
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Pour cela faisons 2 = dans les identités (7), ce qui donne les 
identités 

Ax + By = aX^ Bx + Cy^bX^ I)x-{-Ey=cX^, 

en posant X| = ax-]-^]/- L'équation X| = admet une solu- 
tion x = (i,y=pies valeurs a et ^^ n'étant pas nulles ; ces valeurs 
doivent satisfaire aux équations 

Aj; + By = Bx + Gy = Da: + Ey = 0; 

donc les trois déterminants 



Â 


B 




A 


B 




B 


G 


B 


C 




D 


E 




D 


E 



sont nuls. 

2^ Les conditions sont suffisantes. — En effet, tous les mineurs 
du premier ordre du discriminant A étant nuls, il existe entre 
les dérivées partielles de la fonction f deux relations linéaires et 
homogènes 

^ f'+v- /•»+» A=o 



(8) 



ces relations sont indépendantes, c'est-à-dire que» parmi les 
déterminants du second degré obtenus en prenant deux colonnes 
dans le tableau suivant 



X 



(*i 



V 

Vif 



l'un au moins n'est pas nul. Supposons» par exemple, que Ton ait 



A' = 



Posons 



1*1 



V 



^0. 



X=x+af Y=y+y' Z^z+i, 



avec 



a;' = Xa + ^ip- y' = l** + î*iP «'=va4-V|P. 



En igoutant les identités (8) multipliées respectivement par 
a et p, on obtient l'identité 
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■ 

doac, d'après le lemme établi précédemment, on aura identi- 
quement • 

(9) f{x,y.%) = f{X,Y,Z). 

Puisque le déterminant M n'est pas nul, nous pourrons poser 
Yr=:0, Z = 0, et les deux équations ainsi obtenues 

Gonneront pour a et ^ des valeurs finies et déterminées. L'iden- 
tité (9) devient alors 

nx,y,z) = fiX,0,0)\ 

le second membre est une fonction homogène de la seule va- 
riable X ; donc il est carré parfait. 

111. On peut encore énoncer le théorème précédent de la 
manière suivante : 

Théorème. — Pour qu'une fonction f homogène et du second 
degré à trois variables soit un carré parfait, il faut et il suffit que 
ses dérivées partielles soient proportionnelles à une même fonction 
linéaire et homogène de ces trois variables. 

1* La condition est nécessaire. — En effet, de Tidentité /"== X* on 
déduit comme précédemment les identités 

(7) 5A = aX \ry = bX ]f, = cX. 

2^ La condition est suffisante. — Supposons, en effet, que l'on 
ait identiquement 






il en résultera, en appliquant le théorème d'Euler, 

f={ax + by-\-cz){aLX + py +![%)•, 
d'où 

r,=a(aa: + py + Y«) + a(ax + 62/+c«) = 2a(air + py + Y»); 

on tire de là 

ax-f py + Y« = -(ax + fri/ + c«), 

a 
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puis . 

f=^(afl; + fry + (j«)9, 

La fonction f est donc un carré parfait. 

112. Remarque. — Lorsqu'on ramène l'équation du second 
degré à Tune des formes suivantes : 

(9) P« + Q« = A P» — Q« = A P«-.Q = PQ=tft, 

en effectuant les transformations exposées au paragraphe (104), 
on est sûr que les droites qui ont pour équation P = 0, Q = 
sont concourantes; il n'en est plus de même quand ces formes 
sont données à priori. 

Dans ce cas, il faut commencer par examiner si les droites 
représentées par les équations P = 0, Q = sont concourantes. 

Quand ces droites sont concourantes, on peut appliquer toutes 
les conséquences résumées dans notre tableau. 

Supposons maintenant que les deux droites soient parallèles, 
on aura identiquement 

Q = XP-ffjL; 

en substituant cette valeur de Q dans l'une quelconque des 
équations (9), on obtiendra une équation de la forme 

aP« + 2pP + Y = 0, 

qui. représente deus^ droites parallèles. 

Discussion de quelques équations numériques 

du second degré. 

Exemple L — Soit l'équation 

On peut donner successivement à cette équation les formes 
suivantes : 

(j/-fa; — l)« + 2x« — 5x + X — (jc — 1)« = 

P*+x« — 3j;+^-i=0 
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OU enfin la forme 



P« + Q*=Ç_X. 



Donc 



X < -^ Ellipse réelle 
X = - Un point. 

X > j Ellipse imaginaire. * 

Exemple II. — Soit réi|uaiiou 

2x« + y« — 4j;y — 9a; + 6y + X = 0. 

On peut donner successivement à cette équation les formes 
suivantes : 

(p_2a; + 8)« + 2a;«— 9x + X — (2ir — 8)«a=0 

P«-2j;« + 3a; + X — 9 = 



ou enfla la forme 



P*-Q»=f-X. 



fis 
Pour ^ = -^1 cette équation représente deux droites réelles et 

concourantes; pour toutes les autres valeurs de X, elle repré- 
sente une hyperbole. 

Exemple III. — Soit Téquation 

On peut donner successivement à cette équation les formes 
suivantes: 

(a:— 2y + l)«+4î^-2Xy-X-(2y-l)« = 

p«_2(X — 2)y — X— 1=0. 

Pour X = 2 Téqualion représente deux droites parallèles réelles ; 
pour les autres valeurs deX, elle représente une parabole. 

Exemple IV. — Soit l'équation 

Axy + 2x + Ây-{-'k = 0. 

13 
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« 

On peut donner à celte équation la forme suivante ; 

(2a; + 2)(2y + l)-|.X — 2 = 0. 

Pour X = 2, celte équation représente deu^t droites qui se 
coupent; pour les autres valeurs de X, elle représente une hyper- 
bole. 

Interprétation des inégalités. 

113. Dans la discussion des. lieux géomélriques, on a souvent 
à interpréter des inégalilés de la forme 

Pour cela, on commence par construire la courbe qui a pour 
équation 

r(x,y) = 0. 

Cette courbe C partagera le pian on différentes régions. Nous 
entendons par région une portion du plan limitée par la courbe» 
et telle que, si Ton prend sur elle deux points à volonté, on peut 
aller du premier au second par un chemin ne rencontrant pas la 
courbe G. 
Par exemple, si la courbe G a la forme indiquée sur la 

(Igure 91, on pourra former 
les régions (1). (2), (8), (4). 

Nous démontrerons d*abord 
qu'en tous les points d*une 
même région la fonction [{x^y) 
conserve le même signe, ea 
nous bornant au cas où cette 
fonction est algébrique et de 
Fig. 01. forme entière. 

Prenons dans la région (1), par exemple, deux points M| {x^y y^), 
M» {X9, y^) ; par hypothèse, on peut réunir ces deux points par 
un chemin curviligne ne rencontrant pas la courbe G ; en parti- 
culier on pourra prendre pour ce chemin une ligne. brisée 
MiDinti M) formée par des droites parallèles aux axes de coor- 
données. Quand on parcourt le côté M|m, Tabscisse x reste cens* 
tamment égale à Xi, et Ton doit considérer là fonction f(x, y) 
comme dépendant seulement de la variable y; cette fonction 
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entière et d'une seule variable ne s*annulant pas conservera un 
signe constant. 

En résumé, le signe de la fonction {{x^y) est le même aux 
deux points M et m; un raisonnement analogue montre que ce 
signe se conserve aux points (m et m^)^ (m, et Mg); donc les deux 
quantités fix^ytfi) et /"(ar^, y^) sont do môme signe. 

En s*appuyant sur cette proposition, il devient facile d'inter- 
préter une inégalité. 

Pour fixer les idées, considérons Tinégnlité 

f{x,y}>o. 

Après avoir construit la courbe G, prenons dans le plan un point 
particulier, Torigine par exemple ; supposons qu'en ce point la 
fonction f{Xy y) soit positive et que ce point soit dans la région (1), 
alors pour tous les points de cette région, Tinégalité sera satis- 
faite. Maintenant on peut aller d'un point de la région (1) à un 
autre point situé dans les régions (2), (3) ou (4), en suivant une 
ligne brisée dontjes côtés sont parallèles aux axes de coor^ 
données, et qui ne rencontre qu'une fois la courbe G. Quand on 
se déplacera sur le côté qui rencontre la courbe G, la fonction 
f{x,y) ne dépendra que d'une seule variable, x par exemple, et 
Tabscisse a;=a;i du point de rencontre sera une racine simple 
de l'équation [=0] donc, pour tous les points des régions (2), (3) 
et (4), la fonction f sera négative. 

Remarque. — En discutant la formule qui donne la distance 
d'un point à une droite, nous avons déjà appliqué les considé- 
rations précédentes à la détermination du signe de la fonction 
Ax + By + G. 

114. Application. — On donne une circonférence G, un point A 
et une droite D; par le point A on mène une sécante qui coupe la 
droite D au point B, puis sur AB, comme diamètre^ on décrit une 
circonférence G ; trouver le lieu décrit par le point M intersection 
de Vaxe radical des circonférences G et G avec la sécante KB^ quand 
cette sécante tourne autour du point A. 

Discuter ce lieu en supposant que, la circonférence Cet la droite D 
restant fixesy le point A se déplace dans le plan. 

Nous prendrons pour axe des y la droite D et pour axe des x 
le diamètre de la circonférence G perpendiculaire sur cette droite ; 
nous désignerons par a et p les coordonnées du point A, par d 
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i'al)sci6se du centre et par R le rayon de la circonférence G. 
L*équation de la circonférence G et celle de la sécante AB 

seront 

(10) y — p = m(x— a). 

Le point B a pour coor- 
données (0, p — ma); par suite, 
les coordonnées du point G' 
centre de la circonférence G' 

/a ^ ma\ . „- 
seront ^ g» P — y ) » ©^ ^ éq"a- 

tion de cette circonférence sera 
de la forme 

««4-y» — a«— PP— «a)|r+*s=:a 
Fig.92. 

On déterminera le paramètre h en exprimant que la circonfé- 
rence G' passe par le point A, et l'on trouvera, pour représenter 
cette circonférence, l'équation 

««+y« — aa;— (2p — ma) y -f p (p — ma) = 0; 

on formera Téquation de Taxe radical des circonférences G et G' 
en retranchant leurs équations membre à membre, ce qui donne 

(11) (2d — a)x — 2ptf + p« — (P4-R* = ma(p — y). 

En éliminant m entre les équations (10) et (11), on obtient la 
relation 

(2 d — a) ic« + a y* — « p j:y -h (p« + «• — 2 d a - d» + R«) « + a (rf* — R*) = 0, 

qui représente le lieu cherché ; on voit que ce lieu est une courbe 
du second ordre. 

Discussion. — Gherchons d*abord le genre de la courbe : on a 

8 = a« + p« — 2da. 

L'équation $ = représente uno circonférence S ayant pour 
centre le point G et tangente à la droite D; pour les coordonnées 
du point G(d,0)^ la fonction S est négative; donc 

{intérieur à S\ [ Ellipse, 

sur S >, ^ lieu est du genre < Parabole, 
extérieur à s) \ Hyperbole. 
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Le discriminant à a pour expression 

égalé à zéro» il représente Taxe des y et deux circonférenceâ 
confondues avec la circonférence C. 

n est maintenant facile d'achever la discussion; nous nous 
contenterons d'indiquer les résultats en distinguant trois cas : 

!• La droite D ne coupe pas la circonféience C. — Les courbes 
de séparation sont placées comme i*indique la flgure 93 , ia 
cti*conférence S enveloppant la circonférence G. 



POSITION 
du point A 



Régions (1), iî) 

jSur la circooréreDce C 

jSar la clrconfércoee S 

Réffion (3) 

Sar la droite D 

▲ rorlgioe 



NATURE 
du lien 



EUipsf 

Point 

Parabole 

Hyperbole 

Deux droites réellet 

Deux droites 
parallèles 




Fig. 9». 

2« La droite D touche la circonférence G. — Les courbes de 
séparation S et C se confondent. 



POSITION 
d.i point A 


NATURE 
du lieu 


Rétion (1) 

Sur U circonférence G 

Région (2) 

Sur U droite D 

A rorigine 


Ellipse 

Deux droites confondues 

IIyper!'ole 

Deux droites réelles 

Deux droites confondues 




Flg. M. 
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3® La droite D coupe la circonférence G. — Dans ce cas, la cir- 
conférence S est intérieure à la circonférence G. 

y 




POSITION 
du point A 



Région (i) 
Sur la circonférence S 

Ré|r|oi]8 (2) Cl (3) 

Sor ia circonférence G 

Sur la droite D 

A l^orlgine 



NATURE 
du lieu 



FAlipte 

Parabole 

ffffperbole 

Deux droUeê réelle* 

Deux droite* réelle* 

Deux droites parallèle* 



Fig. 95. 



Le problème précédent peut être résolu et discuté par la géo- 
métrie; il conduit également à plusieurs remarques que nous 
n'avons pas signalées, ayant eu seulement pour but de mieux 
faire comprendi'e par un exemple Tinterprélation des inégalités. 



CHAPITRE III 

CENTRS, DIAHÈTRE:;} ET AXES DES COURBES 

DU SECOND ORDRE. 



CENTRE. 

115. Définition. — On appelle centre d'une courbe un point 
par rapport auquel tous les points de la courbe sont symétriques 
deux à deux. 

ThéoTémep—Pour que l'origine des coordonnées soit centre d'une 
courbe algébrique, il faut et il suffit que dam son équation mise 
sous forme entière tous les termes soient de même parité. 

En groupant ensemble les termes de même degré, l'équation 
de la courbe prendra la forme suivante : 

?«(^,y) + ?«i-i(^>y)+.-- +?o(^»y)=o. 

Une droite passant par l'origine est représentée par l'équation 

X y 

dans laquelle a et ^ sont les coordonnées d'un point déterminé D 
de la droite, x et y celles d'un point y 

variable de cette droite ; quant à la 
quantité p, elle est égale au rapport 

-=: pris positivement si les deux di- / iv ^^m 

rections oM,oD sont de même sens, et 



négativement dans le cas contraire. ^ 

Les valeurs do p qui correspondent 
aux points où la sécante rencontre la 
courbe sont données par l'équation. ^ p. ^ 

(1) p"<p«(«,P)+r-*?«-i(*,p)+...+<p4arP)=o- 
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Supposons que l'origine soit centre, deux cas pourront se pré- 
senter. 

En premier lieu, si la courbe ne passe pas par Torigine, ses 
points seront deux à deux symétriques par rapport à l'origine, et 
l'équation (1) aura ses racines égales deux à deux et de signes 
contraires ; elle ne renfermera que des termes de degré pair. 

En second lieu, si la courbe passe par l'origine, Téqualion (1) 
admettra une ou plusieurs racines nulles, et, après la suppression 
des racines nulles, tous les termes de l'équation modifiée seront 
de degré pair. 

Dans les deux cas, les termes de Téquation (i) seront tous de 
même parité, et cela quels que soient a et p. 
. On ne peut pas avoir cpm (a, p) = 0, quels que soient a et p, car la 
courbe ne serait plus d'ordre m; par conséquent on* doit avoir, 
quels que soient a et p, 

<p«-i(a,p) = <p«-.8(a,p) = ... ; 

et l'équation de la courbe ne peut contenir que des termes des 
degrés m, m — 2, m — 4, . . . 
La réciproque est évidente. 

Remarque. — Quand une courbe d'ordre impair admet l'ori* 
gine pour centre, ce point est situé sur la courbe, puisque les 
termes de moindre degré sont au moins du premier degré. 

116. Recherche du centre. — Pour trouver le centre d'une 
courbe, on transportera l'origine en un point indéterminé A(Xoiyo)> 
et l'on cherchera s'il est possible, en profitant de l'indétermina- 
tion des coordonnées 0*01^01 ^^ ^^^^^ disparaître tous les termes de 
degré pair si l'équation de la courbe est d'ordre impair, et tous 
les termes de degré impair si cette équation est d'ordre pair. 

Application aux courbes du second ordre. — En transportant 
l'origine des coordonnées au point À {Xq^ j/q), Téquation géné- 
rale f{Xyy)=^Q des courbes du second ordre devient : 

^{x,y) + xf'xA-yfy.-\-f{^o>yQ) = ^^ 

? (^1 y) représentant, suivant une convention déjà faite, l'ensemble 
des termes du second degré dans l'û^iuation f=0. Pour que la 
nouvelle origine soit centre, il faut et il suffit que Ton ait à la fois 

(2) r*.=o r».=o. 
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Ces deux équations sont appelées les équations du centre. 

Règle. — On obtient les équations du centre d'une courbe du 
second ordre en égalant à zéro les dérivées partielles du premier 
membre de son équation^ 

Discnssicn. — Si l*on considère Xq et t/o comme des coordon- 
nées courantes, chacune des équations (2) représente une droite, 
et le centre est au point d'intersection de ces deux droites. 

Les équations du centre développées sont 

Nous allons distinguer plusieurs cas : 

1* Les deux droites qui déterminent le centre ne sont pas paral- 
lèles. — On a alors 

|>^; d'Où a=B«-AC^O; 

la courbe est du genre ellipse ou du genre hyperbole ; les courbes 
appartenant à ces deux genres ont donc un centre unique. 

2"" Les deux droites qui déterminent le centre sont parallèles. — 
On a alors 

^=5; d'où 8 = B« — AG = 0, 

D Cl 

et la courbe est une parabole. Nous dirons que la parabole a un 
centre rejeté à Tinfini. 

Il est nécessaire de fixer le sens de cette expression; pour cela, 
supposons que la quantité 8 n'étant pas d'abord nulle tende vers 
zéro d'une manière commue , la courbe {ellipse ou hyperbole) 
différera de moins en moins d'une parabole, et son centre s'éloi- 
gnera à l'infini. C'est en ce sens que l'on peut considérer une 
parabole comme ayant un centre rejeté à Tinfini. 

3» Les deux droites qui déterminent le centre sont confondues. — 
La courbe a alors une infinité de centres sur une droite, et il est 
facile de montrer qu'elle se compose de deux droites parallèles. 
En effet, en identifiant les équations (3), on a les relations 

A _B_D 
B "C~E' 



) 
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Ces relations monlrent que dans le discriminant A les éléments 
de la seconde ligne sont proportionnels à ceux de la première; 
par suite, on a à la fois A = 0, 8 = 0,et la courbe se compose de 
deux droites parallèles (108). 

Remarqne. — Quand Téquation du second degré représente 
deux droites parallèles, les tei*mes du second degré sont, à un 
facteur constant près^ le carré des termes du premier degré. 

A R Tl 

En effet, en désignant par X les trois rapports égaux ^j ^, =« 

13 Li lii 

on a 

A = BX, C = ? D = EX; 

A 

et l'équation générale du second ordre à deux variables prend la 
forme suivante: 

De la discussion précédente, il résulte que les courbes du second 
ordre peuvent être divisées en trois classes : 

« 

j« n V * * ( Genre Ellipse. 

V Courbes ayant un centre unique. < _ _« , , 

I Genre Hyperbole. 

2^ Courbes ayant un centre à Tinfini. | Parabole. 

8"^ Courbes ayant une infinité de centres (Deux droites 

sur une droite. ( parallèles. 



Équation de l'ellipse ou de Thyperbole rapportée an centre. 

117. Quand on transporte Toriginé au centre, l'équation de 
la courbe {ellipse ou hyperbole) se simplifie et devient 

Aic« + Cî/« + 2Ba;î/4-F4=0. 

Calcul de F^. — On a 

^0 ^^ Vo dési^'^nant les coordonnées du centre, coordonnées qui 
satisfont aux équations (2j. Si l'on rend homogène la fonction /*(X; y), 

le théorème d'Euler donne Tidentité. 
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krsque dans cette identité on fait ZQ = iy les coefficients de Xq 
et de j^o s'annulent d'après les équations (2) ; quant au terme 
r(^o»yo»^)» il devient égal à F^ ; en résumé, pour avoir Fi, il faudra 
éliminer Xo,yQ entre les équations 



où l'on aura posé 2o = ^i c'est-à-dire entre les équations 

m 

On obtient ainsi la relation 



=0. 



d'où Ton tire 



A 
B 
D 



B 
G 
E 



D + 
E + 
F — Fi 



=0; 






Diamètres. 

118. Définition. — On appelle diamètre d'une courbe le lieu des 
milieux des cordes parallèles à une direction donnée. 

Nous allons démontrer que, dans les courbes du second ordre, 
les diamètres sont des droites. 

Soit oD une droite passant par roriginc, à laquelle toutes les 
cordes doivent être parallèles ; prenons sur cette droite un point 
D (a, p) et dans le plan un point quelconque P (â^o, ^o) \ ^^^ coor- 
données d'un point variable pris sur la corde passant par le point 
P seront données par les relations 



p 



= P' 



Soit maintenant 

nx,y) = Q 

rëquation de la courbe du second ordre, les valeurs de p qui 
correspondent aux points A et B où la 
corde rencontre la courbe sont les ra- 
cines de l'équatiou 

c'est-à-dire de l'équation 

(4) p2<p(a,6)+P(aAo+p/'yo)-H/(a:o,î/o)=0. 

Fijs. 97. 
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Nous allons distinguer deux cas : 

I. — f (a,p) n'est pas nul. — L'équation (4) donne alors pourip 
deux valeurs finies ; par suite, les points A et B ainsi que le milieu 
M de la corde AB sont situés à distance finie, et l'on peut faire 
coïncider le point arbitraire P avec le milieu M. Cela étant, les 
racines de l'équation (4) seront égales et de signes contraires, et 
l'on aura la relation 

à laquelle doivent satisfaire les coordonnées (a;o,yo) ^^ P^^^l M 
milieu de la corde AB. 

Cette relation étant du premier degré, on en conclût que, dans 
les courbos du second ordre, les diamètres sont des droites. 

Remarque. — On vérifie facilement que l'équation des dia- 
mètres peut-être mise sous la forme suivante : 

(5) a:oÇ + yo-f + Da + Ep = 0. 

II. — <p(a, p) est nul. — On a alors la relation 

(6) Aa2 + Cp«-f-2Bap = 0. 

Nous subdiviserons ce second cas en quatre autres. 
i"" La courbe est une ellipse. — La quantité $ étant négative, 
l'équation (6) donne pour— des valeurs imaginaires; l'hypothèse 

(X 

que nous examinons ne peut donc pas se présenter quand la 
courbe est une ellipse. 

2"* La courbe est une hyperbole. — La quantité S étant positive, 

g 

l'équation (6) donne pour ~ deux valeurs réelles et inégales. 

Soit oD' la direction qui correspond à l'une de ces valeurs : 
pour toute corde parallèle à oD', l'équation (4) a une racine infmie; 
et Tun des deux points A ou B est rejeté à Tiiiftni ; le milieu M de 
la corde AB est donc lui-même rejeté à l'infini et Von ne peut 
plus, comme dans la première hypothèse, faire coïncider le 
point P avec le point M. 



^ 
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Maintenant les coefficients de Xq et de po dans l'équation (5) 
sont 

Aa + Bp et Ba-fCp; 

ils ne peuvent pas s'annuler en même temps, puisque la quantité 
S = B* — AC n'est pas nulle ; Téquation (5) représente donc en- 
core une droite L. Assujettissons les coordonnées du point P à 
satisfaire à Téqualion de cette droite ; alors, dans l'équation (4), 
le coefficient de p sera nul et les cordes menées parallèlement à 
ojy, pai» les différents points de la droite L, rencontreront Thy- 
perbole en deux points rejetés à Finflni. 

Ainsi, dans le cas particulier qui nous occupe, l'équation (5) 
représente le lieu des points tels que les cordes menées par 
chacun d'eux parallèlement à la direction oD' vont rencontrer 
l'hyperbole en deux points rejelés à l'infini. 

Il est facile de montrer que toutes ces cordes se confondent 
avec la droite L ; comme elles ont un point commun avec cette 
droite, il suffira de faire voir qu'elles lui sont parallèles. Or on a 
identiquement 

le second membre de cette identité est nul, puisque, par hypo- 
thèse, - est racine de l'équation (p (a, p) == ; par conséquent les 

deux rapports — et. — -^ sont égaux ; les cordes sont donc pa- 

a (pj, 

rallèles à la droite L et coïncident avec elle. 

Nous verrons plus tard que la droite L est une asymptote de 
rhyperbole. 

Nous allons maintenant montrer que la droite L qui, par son 
équation, fait partie des diamètres de l'hyperbole, peut en effet 
être considérée comme un diamètre . 

Par tous les points de la droite L, menons des cordes parallèles 
entre elles et faisant avec cette droite un angle (o : chacune de 
ces cordes aura uu point milieu, et nous allons faire voir que ces 
points milieux tendent vers des points déterminés de la droite L 
quand l'angle (o tend vers zéro. 

Afin de faciliter la démonstration, prenons la droite L pour axe 
des X et la seconde asymptote de l'hyperbole pour axe des ?/, 
l'équation de cette- courbe sera (99) 
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L'équation d'une corde rencontrant la droite L au point P (XotO) 

y est 

x-'X fy_ y _ 

et les valeurs de p qui cor- 
respondent aux points A 
et B où la corde rencontre 
Pi;,. 99. rhyperbole sont données 

par rù({uation 

«fp' + P^oP — tn* = 0. 
La demi-somme des racines de cette équation a pour exprès* 

•Ta 

sion — -^ ; par suite, les coordonnées du milieu M de la corde AB 
sont données par les équations 




X Tq 



On en tire 



« = 



2 



p 2qc 



y=— 



2a 



Si Ton fait tendre m vers zéro^ p tend également vers zéro et 

Xtï 

les coordonnées du point M ont pour limites -^ et 0. 

z 

Ainsi, quand la corde AB tournant autour du point P vient se 
confondre avec la droite L, son milieu M tend vers le point M', mi- 
lieu de oP. [1 résulte de là que chaque point de la droite L peut 
être regardé comme le milieu d'une des cordes qui viennent se 
confondre avec elle; cette droite peut donc être considérée comme 
un diamètre. 

8® La courbe est une parabole. — La quantité S étant nulle, 

S 

l'équation (6) donne pour— deux valeurs égales : 



t 
a 



B 



A 

B 



Ces valeurs annulent les quantités Aa + Bp et Bx + Cp;donc, 
dans l'équation (4), le coefficient d^ p est indépendant de Xq et 
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de îfo; dès lors, quelle que >o^t la position du point P, les cordes 
menées par ce point parallèlement à la direction oD', rencon- 
treront la parabole en deux points, dont un seul est rejeté à Tinlini, 
et les milieux de ces cordes seront tous à Tinfini. Il résulte de là 
que le diamètre doit être lui-même rejeté à l'infini: c'est ce que 
montre du reste Téquation générale des diamètres, car les coef- 
ficients de Xq et de yo étant nuls dans cette équation, les coor- 
données à Torigine du diamètre sont infinies. 

4'' La courbe se compose de deux droites parallèles. — On a alors 

A_B_D 

L^équation (6) a encore une racine double satisfaisant aux trois 
équations 

Aa-|-Bp = Ba + Cp = Da + Ep=0; 

dans l'équation (4), les coefficients de p^ et de p sont nuls pour 
toutes les cordes parallèles à la direction oD' ; ces cordes ren- 
contrent donc les deux droites parallèles en deux points rejetés 
à l'infini. Quant à l'équation (5) des diamètres, elle devient iden- 
tique. 

Discussion de l'équation des diamètres. 
119. Reprenons l'équation générale des diamètres 

et cherchons comment ces droites sont placées dans lés diffé- 
rentes courbes du second ordre. 

!• La courbe est une ellipse ou une hyperbole. — Dans ce cas, 
tous les diamètres passent par le centre, car les coordonnées de 
ce point annulent à la fois fx et fy. 

Réciproquement, toute droite passant par le centre est un dia- 
mètre; en efiet, si l'on fait varier de — oo à -j-^o le coefilcient 

6 
angulaire - des cordes conjuguées du diamètre, l'équation (7) 

pourra représenter une droite quelconque passant par le centre. 

2* La courbe est une parabole. — Dans ce cas, les droites qui 
ont pour équations 
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sont parallèles ; par suite, il existe des constantes X et [i telles, que 
Ton a identiquement 

réquation (7) des diamètres devient donc 

(ot + ^(^)A + I^P = 0; 
donc,dans la parabole, tons les diamètres sont parallèles entre eux. 

Remarque. — Lorsque l'on a a -f- Xp = 0, le diamètre est rejeté 
à l'inOni et les cordes oôrrespondantes sont parallèles à la direction 
commune des diamètres, c'est-à-dire à la droite qui a pour équa- 
tion fx = 0. En effet, en égalant à zéro le coefficient de x dans 

l'identité (8), on obtient la relation B = AX, et le coefficient angu- 

6 
laire - des cordes est alors donné par Téquation 
a 

p__i__A 
â~" X"^ b' 

S*" La courbe se compose de deux droites parallèles. — Dans co 
cas, les droites qui ont pour équations 

sont confondues; par suite, il existe une constante X telle, que Ton 
a identiquement 

l'équation (7) des diamètres devient 

donc tous les diamètres sont confondus avec la ligne des centres. 

Remarque. — Quand le coefficient a + Xp est nul, l'équation 
précédente devient identique, et les cordes correspondantes sont 
parallèles a la ligne des centres. 

Relation entre le coefficient angulaire d^un diamètre et celui des 
cordes conjuguées, — Appelons m le coefficient angulaire des 
cordes, l'équation du diamètre sera 
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OU 

A« + Bî/4-D + m(Ba; + Cî/ + E) = 0; 
le coefficient angulaire m' du diamètre a donc pour expression 

A + Bm 



m — — 



B + Cm 



et les deux coefficients angulaires m et m' sont lids par la 
relation 

Cmm' + B(m + m') + A = 0. 

Diamètres conjugués. 

120. Définition. — On dit que deux diamètres sont conjugués 
quand chacun d^eux partage en parties égales les cordes parallèles à 
Vautre. 

Tous les diamètres de la parabole étant parallèles entre eux, 
cette-courbe n*admet pas de diamètres conjugués. 

Nous allons montrer que dans Tellipse et dans Thyperbole 
chaque diamètre a un conjugué. 

Soient OA un diamètre quelconque, m son coefficient angulaire 
et m' celui d'une corde conjuguée CD ; menons ^ a^ 

le diamètre OB parallèle à CD, et appelons ni' 
le coefficient angulaire d'une corde C'D' conju- n^^i^l ^^^ 
guée de OB ; nous aurons les deux relations 




Cmm' +B(m +m')+A = 

Cm'm' + B(m' + m*)4-A = 0. ^ 

Fi;. 99. 

On a donc m* = m', et les cordes CD' sont parallèles au dia- 
mètre OA ; il résulte de là que les deux diamètres OA , OB sont 
conjugués. 

Équation de rellipse et de l'hyperbole rapportées 
à denx diamètres conjugués. 

Si Ton prend pour axes de coordonnées deux diamètres conju- 
gués d'une ellipse ou d'une hyberbole, à chaque valeur de x cor- 
respondront deux valeurs de y égales et de signes contraires, et 
de même à chaque valeur de y correspondront deux valeurs de x 
égales et de signes contraires : Féquation de la courbe ne devra 

14 



I 
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donc contenir qiie des puissances paires des coordonnées -ei sera 
de la forme 

Diamètres des courbes algébriques dont le degré 

est quelconque. 

121. Quand le degré d'une courbe est supérieur au second, 
les diamètres ne sont plus en général des droites. Soilmledegré 
de la courbe ; toutes les cordes parallèles à une direction donnée 
la rencontreront en m points, et le nombre des segments compris 

entre deux quelconques de ces points sera — - ; les milieux 

de chacun de ces segments seront les points où la corde ren- 
contre le diamètre ; par suite, ce diamètre sera une courbe de 

„ , mim — i) 
Tordre — —z, — • 
2 

Il ost facilo de trouver Téquation des diamètres d'une courbe 

d'ordre m. 

Soit 

f{x,y) = . 

réquation de la courbe ; définissons encore les coordonnées d^un 
point quelconque d'une corde par les équations 

a^— ^0 y— yo _„ . 

les valeurs de p qui correspondent aux points Af , A^,. . ., Am où 
la corde rencontre la courbe sont données par Téquation 

(9) r(fl^o + P*.?/o + P?) = 0. 

Faisons coïncider le point P(Xoyo) ^^^^ ^® milieu M de l'un des 

segments A^A, par exemple; l'équation (9) aura alors deux ra- 

, MA| 
cines égales et de signes contraires +. —=- • 

Dans cette équation, groupons ensemble tous les termes qui 
contiennent des puissances de p de même parité, elle prendra la 
forme suivante : 

(10) ç.(p«)+pMp*)=o; 
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MA 
les racines +.--jr satisferont à Téquation (10) et à réquation 

par suite, les deux équations 

<p(p«) = 4/.fp«) = 

auront une racine commune p* = ( — ^ ) ; en éliminant p* entre 
ces deux équations» on obtiendra Téquation du diamètre. 

Diamètres de Newton. 

122. On peut modifier la définition des diamètres de manière 
que dans une courbe d'ordre quelconque les diamètres soient des 
lignes droites. 

Définition. — On appelle diamètre d'une courbe le lieu des cen- 
tres des moyennes distances des points d'intersection de la courbe 
avec une sécante quelconque parallèle à une direction donnée. 

Cette définition a été donnée par Newton. {Enumeratio linea- 
rum terta ordinis.) 

Pom' démontrer que dans une courbe d'ordre quelconque les 
diamètres ainsi définis sont des droites, groupons ensemble les 
termes du même degré dans Téquation de la courbe ; cette équa- 
tion devient 

?(a?.y)+"!'(«.y) + ---=0; 

représentons toujours la corde par les équations 

x—Xo _ y — yo ■ . 

_____ p, 

les valeurs de p qui correspondent aux points d'intersection de la 
courbe et de la sécante sont les racines de l'équation 

. Désignons par S la somme des racines de cette équation,* les 
coordonnées du centre des moyennes dislances des points d'in- 
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tersection de la courbe et de la sécante auront pour expression 

Faisons coïncider le point P(Xo,yo) avoc le centre des moyennes 
distances, les formules précédentes montrent que S devra être 
nul ; donc l'équation du diamètre est 

Ces diamètres sont donc des lignes droites. 

AXES. 

123. Définition. — On appelle axe d'une courbe une droite qui 
partage la courbe en deux fiariies symétriques. 

Les diamètres des courbes du second ordre sont des droites ; 
on obtiendra donc les axes de ces courbes en cherchant ceux de 
leurs diamètres qui sont perpendiculaires aux cordes qu*ils 
divisent en deux parties égales. Les cordes conjuguées d'un axe 
sont dites principales. 

Soient u, t; les paramètres directeurs d'une direction oD, l'é- 
quation de cette direction et celle de l'axe correspoi^dant seront 
respectivement 

u V 

et 

(11)' x^ + y^ + Dtt + Et; = 0. 

Le diamètre sera un axe s'il est perpendiculaire à la direc* 
lioii oD, c'est-à-dire si l'on a 

(12) fi = |;' 

en posant 

4r(ii, v) = u* 4" t'* + 2Mt; cosô = i. 
Désignons par S la valeur commune des deux rapports préc^- 
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dents, le problème sora ramené à la résolution des équations 
suivantes : 

(18) <p;— S4.;=o. (p;— S4.;=o 

(14) M« + v» + 2uv cosô = 1 

où les inconnues sont S, u, v. • 
Les équations (13) développées deviennent 

(A — S)tt + (B — Scosô)t;==0 
^ ^ (B — Sco60)u + (C — Sjt; = 0. 

Ces équations linéaires et homogènes par rapport àUyV doivent 
être vérifiées par des valeurs de ces inconnues dont Tune au 
moins n'est pas nulle, car le point directeur D ne coïncide pas 
avec Torigine; le déterminant formé par les coefficients de ces 
inconnues doit donc être nul, et l'on a, pour déterminer l'inconnue 
auxiliaire S, l'équation " 



(16) 



A — S B — Scose 
B — Scosô C — S 



= 0> 



ou, en développant, l'équation 

Sî sin^Ô — (A + C — 2B cosÔ)S + AC — B« = 0. 

Nous désignerons par a le premier membre de l'équation pré- 
cédente qui est appelée Véquation en S. 

ÉTUDE DE l'équation EN S. 

124. Dans le premier membre de l'équation en S remplaçons 
successivement S par — oo , A, C, +oo ; en supposant, pour fixer 
les idées, A moindre que G, tes résultats auront les signes indi- 
qués dans le tableau suivant : 

S r— 00 A C +00 

a l + — (B— AcosO)* — (B — Ccose)« +. 

On voit que l'équation en S a ses racines réelles et généralement 
inégales; l'une d'elles Sj est comprise entre — oo et A, l'autre Sj 
entre C et -f oo , 
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Pour que les racities S|, S, soient égales, il faut que lés quan- 
tités A, G deviennent égales et annulent a; on doit donc avoir 

A=C= « 



cosô 



La courbe est alors une circonférence de cercle. 
Ces conditions sont d'ailleurs suffisantes, car, quand elles sont 
remplies, Téquation (16) devient 

(A — S)3.-in20=:O. 

Corollaire. — L'équation en S ne peut pas avoir deux racines 
nulles. — En effet, on aurait alors à la fois 

A = G = B = 0, 

et l'équation de la courbe ne serait plus du second degré. 

Remarque. ~ Pour que Téquation en S ait une racine nulle il 
faut et il suffit que Ton ait 

AG — B9 = 0, 
ou que la courbe soit une parabole. 

. ÉTUDE DE L*AXÈ ET DE LA DinECTION PRINCIPALE. 

125. Nous allons maintenant faire Tétude de Taxe et de la corde 
principale correspondante en tenant compte de la nature des 
racines de l'équation en S. 

Nous remarquerons d'abord qu'en vertu des relations (13), l'é- 
quation (11) de Taxe prend la forme 

(1 :) S(.T'{'«-fy4»i) + 2(Du + Ev) = 0. 

Théorème I. — A une racine simple de Véquation en S corres- 
pondent une direction principale déterminée et un seul axe. 

En effet, cette racine simple n'annulant pas tous les. éléments 
du déterminant a, les équations (15) se réduisent à une; cette 
équation unique détermine le rapport de l'une des quantités u, v 
à l'autre. 

A cctle racine simple correspondent donc une seule direction 
principale et un seul axe. 
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Théorôme II. — il une racine double de V équation en S corres- 
pondent domine directions principales toutes les directions du plan 
et une infinité d^axes passant par un même point. 

En effet, la racîoe double annulant tous les éléments du déter- 
minant a, les équations (15) se réduisent à des identités; toute 
direction du plan peut donc être considérée comme principal. 

Dun autre côté, Téquation (17) de Taxe contient un paramètre 

arbitraire -au premier degré; il y a donc une infinité d'axes pas-, 
sant par un même point I défini par les équations 

On le voit, en remarquant que la fonction ^(u,v) étant homogène 
el du second degrés on a Tidentité 

La courbe est un cercle ayant pour centre le point I. 

Théorôme III. — Les. directions principales qui correspondent 
à deux racines différentes de Véquation en S sont perpendiculaires 
entre elles. 

Soient (u^, v^)y (u^, r^) les paramètres directeurs des directions 
principales qui correspondent aux racines 81,83 supposées dis- 
tinctes. On a, en vertu des relations (13), les relations 

d'où Ton déduit 
ou bien 

(s,-s,)(«,m-t;,«;,)==o. 

car (u, v) étant une fonction homogène et du second degré des 
variables tt,v, on a Tidentilé 

ttÔi' + vOi'^a'Oi + v'o;. 

Comme 84 — S^ n'est pas nul par hypothèse, on aura 

et cette relation exprime justement que les doux directions prin- 
cipales considérées sont perpendiculaires entre elles. 
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Des théorèmes précédents, on déduit un corollaire important. 

Corollaire. — Dans toute courbe du second ordre Uya toujours 
au moins deux directions priticipales formant un angle droU, 

Ëa effet, si les racines 81,89 d^ Téquation en 8 sont inégales, 
les deux directions principales qui leur correspondent sont per- 
pt^ndiculaires. 

Si les deux racines 81,83 sont égales, deux directions quel- 
conques perpendiculaires entre elles^sont principales. 

126. Nombre des axes. — Pour déterminer le nombre des 
axes à distance finie, nous distinguerons deux cas. 

1* L'équation en 8 n'a pas de racine nulle. — La courbe du 
genre ellipse ou du genre hyperbole a deux axes situés à dislance 
finie, si les racines 84,83 sont distinctes (Théor. I); elle en a une 
infinité si ces racines sont égales, et la courbe est un cercle 
(Théor. II). 

2** Léquation en 8 a une racine nulle. — A la racine qui n*6st 
pas nulle correspond un seul axe. 

Pour la racine nulle, Téquation (17) de l'axe se réduit à 

Si la quantité Du+.Ev n'est pas nulle, l'axe correspondan 
à la racine nulle est rejeté à Vinfini. La courbe est une parabole, 
car les équations (15) oii Ton doit faire 8 = deviennent 

Att + Bt; = Btt + Cv = 0; 

elles expriment que les droites qui déterminent le centre sont 
parallèles. 

81 la quantité Bu-^Ev est nulle, Taxe correspondant à la 
racine nulle est indéterminé. 

La courbe est formée de deux droites parallèles, car on a les 
relations 

Au + Bt; = Bu + Ct; = Dtt + Et; = 0; 

elles expriment que les droites qui déterminent le ceslre sont 

confondues. 

127. Remarque. — Dans les applications, on forme ordinaire- 
ment comme il suit réqualion des axes d'une courbe du second 
ordre. 
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L'axe étant un diamètre a une équation de la forme 

et les paramètres directeurs n,v sont liés par la relation (12) qui 
est homogène. 

Nous distinguerons deux cas. 

l' La courbe est du genre ellipse ou du genre hyperbole. — On 
remplacera, dans la relation (12), u et v par les quantités — fi^ fi 
qui leur sont respectivement proportionnelles. 

On obtient ainsi, pour représenter les deux axes, Téquation 

(B — Ccosô)(/ï)«— (A — C)/ï/J + (Acose — B)(/i)« = 0. 

2'' La courbe est une parabole — Tous les diamètres étant 
parallèles entre eux et en particulier à celui dont l'équation est 

A V 

ràxe a pour coefTicient angulaire — ^. Le coefficient angulaire - 

Jl> u 

des cordes principales satisfera donc à la relation 

1 + 1- — ^Icosô s = 0; 

' \tt B/ M B 

en y remplaçant, comme dans le cas précédent, u par — f^, 
V par fx^ on a, pour représenter l'axe de la parabole, Téquation 

(Bcose — A) /i + (Acos — B)/'; = 0. 

Sommets. — On appelle sommets iime courbe du second ordre 
les points oU les axes de symétrie la rencontrent. ' 
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CHAPITRE IV 

' BÉDlicTION DB L'ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ. 

128. On Ç9it que, dans toute courbe du second ordre, il y a 
toujours au moins deux directions de cordes principales formant 
un angle droit. 

Nous nous proposons de trouver la forme que prend l'équalioa 
de la courbe quand on choisit les axes de coordonnées parallèle» 
à ces directions principales, et de simplifier ensuite l'é'iuation. 
ainsi obtenue. 

Soit 

(1) f=<p(x,î^) + 2Dx+2Ey + F = 

réquation de la courbe rapportée à des axes quelcojiques ox, oy, 
où Ton a posé 

<^{x,y) = Ax^ + Cy^ + 2Bxy, 

Les formules qui permettent de passer des anciens axes aux 
nouveaux oic', oy' formés par deux directions principales perpen- 
diculaires entre elles, sont 

y = vx'+v'y' 



en représentant par (u^v), {u',v') les paramètres directeurs des 
demi-dcoites ox\ oy'. 
Après ce changement d'axes, l'équation de la courbe deviendra 

^n posant 

E^ = Dtt' + Eî;'. 

On peut donner des formes très simples aux expressions dos 
cocfflcients Aj, C^, Bj. 



' 
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Pour obtenir Â|, par exemple, il faut chercher le coefllcient 
de jf ^ dans le développement de la fonction 

et Ton peut évidemment, pour simplifier les calculs, supposer 
y' =0. On trouve immédiatement 

Ai = ?(u,t;). 

En formant le coefficient de^y' dans le même développement, 
on obtient la relation 

Soient S|, Sj les racines de Téquation en S auxquelles corres- 
pondent respectivement les directions principales ox', oy' ; en 
considérant en particulier la racine S|, on aura 






On déduit de là 



donc 

carip(u,v) = l. 
On a en outre 

2Bi = u'çi + r'oi = 2 Si(u' +; + «'*;) =0. 

En résumé, quand on rapporte une courbe du second ordre à 
deux axes respectivement parallèles à deux directions principales 
formant un angle droit, le terme en xly' disparait, et les coefQ- 
cients de x!* et de y** ont pour valeurs 

L'équation de la courbe devient donc 
(2) Sia/«-f Sjî/'« + 2DjX'+2Eiy'-(-F:=0. 



1 
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Si Ton transporte Torigine au point (a;o>yo)« i*équation (2) 
devient à son tour 

(8) Sj X« + Sj Y« + 2D,X + 2Ej Y + F| = 

en posant 

Nous allons distinguer plusieurs cas. 

l"" La courbe appartient à la première classe, — L'équation en S 
n*a pas de racine nulle; on peut donc poser 

_ D| _ E^ 

Xq g- Jo g"» 

et réquation (3) devient 

SiX» + SjY« + F, = 0. 

2^ La courbe appartient à la deuxième classe. — L*6quation en S 

a une seule racine nulle S| par exemple. On aura alors D|^0, car, 

s*il en était autrement, la courbe aurait une ligne de centres. 
On peut déterminer yQ, Xq par les équations 

S,yo + E, = 

S^yl + 2D,Xo + iE^yo + F = 0, 

et réquation (3) devient 

3<* La courbe appartietit à la troisième classe, — L'équation en S 
a encore une seule racine nulle S| ; on aura alors D| = 0, car la 
courbe a une ligne de centres. 

On peut prendre Xq = et déterminer y^ par Té {uation 

S,yo + E,=0; 
le coelficient F| aura pour valeur 

F| = S,yo* + 2E,yo + F» 
et l'équation (3) deviendra 

SjY« + Fi=0. 
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Eq résumé, nous voyons que l'équation d'une courbe du second 
ordre peut être ramenée à Tune des formes suivantes : 

S4X« + S8Y* + F4 = 
S,Ya + 2D,X = 
SaY«4-F4=0. 

La première de ces éq[uation3 représente une courbe du genre 
ellipse ou du genre hypeiiole rapportée à ses deux axes. 

La deuxième représente une parabole; la droite OX est l'axe 
de symétrie, et la droite OY qui rencontre la courbe en deux 
points confondus avec l'origine, est la tangente au sommet de la 
parabole. 

La troisième représente deux droites parallèles rapportées à la 
ligne des centres et à une perpendiculaire quelconque sur cette 
ligne des centres. 



• ■ 
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129. Soit f(x,y,z,. ..,() une fonction des variables x, y, if,. . . ,(; 
si Ton pose 



t = a.X4-ft.Y+...+I,T 



les quantités a^ fri, . . . , lî étant des constantes et les quantités 
X,y,. . ., T de nouvelles variables, on dit que Ton fait une sut- 
stitution linéaire. Après celte substitution, la fonction f devient 
une fonction F (X, Y, . . . , T) qui est dite la transformée de f] enfin 
le déterminant des coefficients des variables X, Y,. . ., T dans les 
formules de transformation est appelé le module de la substitution. 

Inyariant d'une fonction. — On appelle invariant d'une fonc- 
tion f toute fonction <p de ses coefficients, telle que, si Ton fait 
une substitution linéaire, la fonction semblable des coefficients 
de la transformée est égale à la première fonction (p multipliée 
par une puissance du module M de la substitution. 

Ainsi,soitf(a;,y,. . .,a,p,Y. . .)unefonction ayant pour trans- 
formée F (X, Y, Z,.. . , A,B,C,. . .), les quantités a, p,.. ., A,B,-*« 
étant des constantes; si l'on a 

ç(A,B,C,...) = MP9(a,p,Y,...), 

la fonction (p(a,p,Y>- • *) ^^ra un invariant do la fonction f. 

InTariant de plusieurs fonctions. — On appelle invariant de 
plusieurs fonctions f^yf^, . . . tO!ite fonction ^ de leurs coefficients, 
telle que, si l'on fait une substitution linéaire, la fonction semblable 
des coefficients des transformées est égale à la première fonc* 
tion (f multipliée par une pu'ssance du module de la substitution. 
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Ainsi, soient 

des fonctions ayant respectivement pour transformées 

F4(X,Y,Z,. . ., A|,B,,. . .) , F2(X,Y, Z, . . ., A^yB^, . ..),.,., 
les quantités a„ p,-, . . . , A,-,B/, .> . élant des constantes ; si Ton a 

, * . # • • • • 

la fonction «pCa^, Pi» . . . , i«, pa» • • ) sera un invariant des fonc- 
tions fi^hy ' " 

Dans ce qui suit, pour simplifier récriture, nous ne considô- 
reiH)ns que des fonctions de trois variables ; mais tout ce que nous 
dirons est applicable à un nombre quelconque de variables. 

130. Lemme. — Soient V.V ^W trois fonctian$ des variabtis 
x,y,2; si Von pose i 

x = a\ + bY + c Z 
y=:a'X + VY+c'Z 
z^zarX-^-b'Y + c'Z ' ^ 



(1) 

on aura 

(2) 



Ui Uy Uk 
Vi Vy V'z 
Wx WV \W'z 



= M 



Ui u; Ui 

Vi Vi Vi 
Wi Wi Wi 



M étant le module 4e. la substitution linéaire. 
En effet, Je tfiéorème des fonctions composées donne les 

relations ' ' ' -^ 

L-x = oUi + a'UL + o"Ui Vi=aVi+a'Vi+o-Vi WS(-«W'.+ rfWi4«fV^» 

uv=*oi+*'Ui+ft"U'. vv=>vi+ft'Vi+y'Vi \f-,=i>w, + vy/;+v"^; 

Vz = eV,+<fM'y+<fV; Vi=cVi+c'V; + «"Vi Wi=cWi+c'Wi+c"W'. 

elles montrent que le dëterminaint 

Uk UV Uz 
Vk VV V'z 
WkWVWz 

est le produit des deux déterminants 



M = 



abc 
o' V c' 



et 



1 Ui Ui Ui . 
Vi Vi Vi 

Wi Wi wi 
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Définition. — Soit fune fonction homogène et du second degré 
des variables x,y^%\ on appelle discriminant de cette fonction le 
déterminant 

f^fljif*» 
fl^ fi* fv* 
flxf^n^ 

Il est facile de vërifler que cette définition s'accorde avec celle 
qui a été donnée précédemment (103). 

131 . Théorème l. — Le discriminant d^une fonction homogène 
et du second degré est un invariant. 

Soit f une fonction homogène ot du second degré qui a pour 
transformée F quand on fait la substitution linéaire définie par 
les formules (1) ; appelons A et M les discriminants des fonctions 
fetF. 



De la relation 



on tire 



(8) 



F(X,Y,Z) = r(x,y,«) 
n = af's + a'f9 + arr, 

n=cf's+drp+crf'. 



Ces relations montrent que Fx, Fy, Fz peuvent être considérées 
comme des fonctions des variables Xt y, %* qui sont elles-mêmes 
des fonctions linéaires des variables X, Y, Z ; on peut donc 
leur appliquer le lemme établi plus haut. En remplaçant dans 
l'égalité (2) U, V, W respectivement par Fk, Fy, Fz, on obtient 
Tégaiité 



Fi. FiY Fiz 




Fk Fb Ffe 


= M 


Fix Fh Fi. 





(4) 



or, des relations (3) on déduit 



Fi, Fi, Fi, 
Fis F\, Ff, 
FLt FS, Fi» 



F„=«A^+.«Y_+«»r. 



•'y.=»C+*'4+*''L 



f'x»=»r'^+éi'^+^r[,. r^^tr'^+vf'^+i^r'^ 



■ IV* 



'x,=«^«+«'^«+«v.. 'T.=»r„+»'r„+»'r^ 






F.,s=c;_+c'/'„+«'/„ 



1» 



par conséquent dans l'égalité (4), le coefficient de M est égal au 
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produit de M par le discriminant A do la fonction f^ et cette égalité 
prend la forme suivante : 

A'=M«A, 

donc le discriminant A est un invariant. 

Définition. — Soient f et ^ deux fonctions homogènes et du 
second degré; nous appellerons équation en S Véquation obtenue 
en égalant à %éro le discriminant de la fonction f — S<p. 

132. Théorème II. — Les coefficients de Véquation en S relative 
aux deux fonctions homogènes et du second degré f et <^ sont des 
invariants de ces deux fonctions. 

Soient en effet /| et <pi les transformées des fonctions ^et 9; la 
fonction f— S 9 aura pour transformée f^ — 89,; donc, si l'on 
appelle A et A| les discriminants des fonctions f— 89 et f| — 891, 
on aura, quel que soit S (Théorème I), la relation 

A4 = M«A; 

par conséquent les coefficients des puissances de S dans A sont 
des invariants des deux fonctions f et 9. 

APPUGATION DB LA .THÉORIE DES INVARIANTS AUX G0URBB8 

DU SECOND ORDRE. 

La théorie des invariants va nous permettre d'établir le théo- 
rème suivant dont nous ferons un fréquent usage. 

133. Théorème III. — Soit 

f=Ax* + Cî/«4-2Ba;i/ + 2Dx-f 2Ey + F = 

l'équation d'une courbe du second ordre rapportée à des axes faisant 
entre eux un angle 6; les trois expressions 

a A + C — 2Bcose A 



sin^O sin^O sin'O 

conservent la même valeur quand on change les axes de coordonnées. 
Considérons d'abord les deux expressions 

a A + C — 2Bco8d 



sin*ô siu*6 ' 
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qui ne dépendent que des coefficients A,B,C des termes du 
second degré dans la fonction f. 

Quand on transporte les axes parallèlement à eux-mêmes, les 
coefficients A,B,C ne changent pas; donc les deux expressions 
précédentes conservent la même valeur. Reste donc à démontrer 
qu'il en est encore de même quand on change les directions des' 
axes en conservant Torigine. 

Après cette transformation des coordonnées, la fonction f de- 
viendra 

/•, = A,X« + C4Y« + 2B,XY + 2D4X + 2E,Y + F, 

et les termes du second degré de la nouvelle fonction provien- 
dront uniquement des termes du second degré de la première • 
par conséquent la fonction 

. ç = Aa;« + Cî/*+2Bx» 

deviendra 

(p^ = A4X« + C4Y« + 2B,XY. 
Associons à la fonction <p la fonction a:*-i-y*+2xy cos6, qui 
représente le carré de la distance d'un point quelconque du plan 
à l'origine ; après qu'on aura changé les directions des axes, 
elle devra représenter encore le carré de la distance d'un point 
quelconque du plan à la même origine; donc elle deviendra 
X*-{-Y* + 2XYcos64, ^^ désignant par 6| l'angle des nouveaux 
axes. 

Les équations en S relatives aux fonctions 9 eta:'+y*+2a:î/ cosO 
d'une part et à leurs transformées d'autre part sont 

S«sin«Ô — (A +G — ^Bcos8)S^$ =0 
S«sin«e4 — (Aj + C, — 2B|Cos0|) S — 84 = 0. 

Nous savons que les coefficients de la première de ces équations 
sont des invariants des deux fonctions <p et a:* + y* + 2a;ycos6 
considérées simultanément ; or, le module de la substitution 
linéaire définie par les formules 

Xsin(e — a) + Ysin(ô — p) Xsina + Ysinfi 

X = r— T — t/ = î L 

sme ^ sinO 

pour expression 

sin (ô — a) sin (6 — p) 



M= * 



sin^e 



sin a sinp 



sinô| 

smô 
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On a donc les relations 

A, + C|-2B.cosÔ|=?^*(A + C — 2Bcose) a, = .^î?^8. 
* ^ * * * sin*6 ^ ' sm'ô 

On en tire 

A4-C — 2Bcose _ A| + C| — 2BjCose| o __ 8| 

sin«Ô ~ sïn«ei sin«e"~ sin«6^' 

A + G — 2Bcose 8 

donc les deux expressions — • r-s , -r-xr conservent 

*^ sin*6 sin*e 

la même valeur quand on fait une transformation générale de 

coordonnées. 

Considérons maintenant Texpression . ^ ; comme elle dépend 

des coefficients de tous les termes de la fonction fy on devra chan- 
ger à la fois Torigine et les directions des axes ; or, cette trans- 
formation revient à faire dans la fonction homogène et du second 
degré 

Aa:* + Cj« + 2Bj:y + 2Da;a; + 2Ey« + F«« 

une substitution linéaii*e définie par les formules 

Xsin (e — a) + Ysin (6 — p) 



a; = rCoZ-f- 



sinO 
X6ina + Ysinp 



y=yo^+ sine 

»=z 

et à poser ensuite 2 = Z = l. Le discriminant de cette fonction 
homogène est justement A, et celui de sa transformée est la quan- 
tité A| qui correspond à la fonction 

f4 = A4X« + C4Y« + 2B^XY + 2D4X+2E,Y + F4; 
de plus, le module de notre substitution linéaire a encore pour 
expression +.- * ; donc on a (Théorème I) 



d'où l'on tire 



A. 



sin^ sin^ 0| 
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134. Nous allons appliquer le théorème précédent à la réduc- 
tion de réquation du second ordre à ses formes les plus simples. 

Problème ï. — Étant donnée Véquation d'une ellipse ou d^une 
hyperbole rapportée à des axes faisant entre eux un angle 0, trou- 
ver: i® les coefficients de Véquation 

qui représente la courbe rapportée à ses axes de symétrie; 2^ les 
équations des deux axes de symétrie. 

Soit 

f=Ax^ + Ci/*-\-2Bxy+2ï)x + 2Ey + F = 

réquation d'une ellipse ou d'une hyperbole rapportée à des axes 
quelconques oa;,Oj^; quand on rapporte cette courbe aux axes de 
symétrie UX, GY, le premier memibre de l'équation f= devient 

SiX« + SjY» + Pi. 

Le théorème III donne les relations 

. «û = Ff Sj Sj . aA =^ — S| Sj 
sm*6 * ' sm*6 * " 

A + C-2Bcose ^ 

sm*ô * ' " 

des deux premières équations on tire F^ = — 7 , et les deux der- 



nières montrent que S^^Sj sont les racines de l'équation suivante: 

S«sin«e — (A + C — 2Bcos6)S — a = 0. 

Pour résoudre la seconde partie du problème, on pourrait appli- 
quer la théorie des axes, mais 
cette méthode ne ferait pas con- 
naître celle des deux droites 
ainsi obtenues, qui représente 
l'axe ex et celle qui représente 
l'axe CY. Pour lever cette dif- 
ficulté, on commence par trans- 
^^ « porter l'origine au centre de la 

^^^' *^ courbe, ce qui revient à la rap- 

porter aux axes Gx', Cxf parallèles aux axes primitifs ; l'équation 
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de la courbe devient : 

Aa;* + Cy« + 2Bxy + Ft = 0; 

il résulte de là que, quand on passera des axes Caf, Cy' 
aux axes CX, CY, la fonction Aa:« -j- Cy* + 2Bxy aura pour trans- 
formée la fonction S|X*-j-SjY*. D'un autre côté, la fonction 
al*'\-y*-\-2xycos^ a pour transformée X* + Y*; donc la fono* 
tion 

u = (A — S)a:« + (C — S)y« + 2(B — Scose)ir» 
aura pour transformée 

ttj = (84 - S) X«+ (Sj- S) Y». 

La fonction tt| égalée à zéro représente la droite GX quand on 
y fait S = S| et la droite CY quand on y fait S = S^, les axes de 
coordonnées étant CX, CY ; donc, pour les mômes valeurs de S, 
l'équation u = représentera les droites CX, CY, los axes de 
coordonnées étant Gx', Cy'. Pour avoir les équations des mêmes 
droites rapportées aux axes oXy oy^ il suffira de remplacer dans 
l'équation u = les coordonnées x eiy par x — Xq et y — yo> ^^ 
représentant par Xq^ y^ les coordonnées du centre. 

Remarque. — PourS = S| et pour S = S, la fonction u est 
un carré parfait; on pourra donc remplacer l'équation u=:0 par 
réquation t4x = ou par Téquation t4 = 0« 

Exemple. — Ramener à la forme 

Véqaation 

2a;* + y* + 2xy — 2j; — 4y + l=0, 

V angle des axes étant égal à - - 
On a 
A =— 4 A + C — 2Bcos6 = 2 «== — i sin«e = j; 

doncF| = — j = — 4. Quant aux coefficients S|, S^ qui sont 



racines de l'équation 
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ils ont pour valeur Sj == 2, Sj = - : la courbe rapportée aux axes 
de symétrie CX, CY a donc pour équation 

2X« — |y« — 4 = 0. 

On obtiendra les équations des axes de symétrie rapportés aux 
axes Gaf, Ci/ en remplaçant successivement S par 2 et par - 
dans réquation 

u = 2s^ + y^ + 2xy — S(x^ + y* + xy)^0, 

ou dans l'équation Uy= (2 — S)x + 2(1 — S)y = 0, ce qui donne 
les deux équations y = ei2x-\-y = 0. Les coordonnées du 
centre ont pour valeurs aîo = — ^» ^0 = 3; donc les axesde symé- 
trie CX, CY rapportés aux axes primitifs ox, oy ont pour équa- 
tions 



— 8 = et 2rc+y — 1=0. 

Problème H. — Étant donnée Véquation d'une parabole rap^ 
portée à des axes faisant entre eux un angle d, trouver : i^ les coef- 
ficients de Véquation 

SjY^-f 2D4X = 0, 

qui représente la courbe rapportée à son axe et à la tangente au 
sommet ; 2*' les équations des nouveaux axes de coordonnées. 

Soit ^=0 réquation donnée de la parabole; en iq)pliquant le 
théorème III, on a les relations 

A + C — 2Bcose _ A _ a 

sin«e ~ * sin^ô"" * * 

qui font connaître S^ puis D|. 

La théorie des axes donnera l'équation de Taxe de symétrie CX, 
et, en cherchant l'intersection de cette droite avec la parabole, on 
aura les coordonnées du sommet C ; la droite CY sera dès lors 
déterminée, puisqu'elle est perpendiculaire sur CX et passe par le 
point G. 

Remarque. — On trouve pour D| deux valeurs égalesetde signes 
contraires: il est facile de montrer que, donner à D| le signe du 
coefficient S^, revient à prendre pour axe des abscisses posi- 
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tives X la portion de Taxe de symétrie extérieure à la parabole. 
En effet, pour tous les points de la tangente au sommet GY 
autres que le sommet G, points qui sont extérieurs à la parabole, 
la fonction SjY^ + SD^X se réduit à SjY^et a le signe de S^: 
pour tous les points de Taxe des abscisses positives X, cette 
fonction se réduit à 2 D^ X et a le signe de D| ; donc, si Ton a 
donné à D^ le signe du coefflcient S^, Taxe des abscisses posi- 
tives X âera extérieur à la parabole. 

Exemple. — Ramener à la forme 

SjY« + 2D4X = 
réquatian 

ix!^ + i/* + ^xy-\-2x — 2y — l=0, 

t angle des axes étant égal à ^* 
On a • 

A + — 2Bcos6 = 8 A = — 9 sin«e = j; 

donc Sj = 4, D| = +. y/ 9 ; la courbe rapportée à Taxe de symé- 
trie GX et à la tangente au sommet G Y a donc pour équation 

4Y« — 2X\/3=0, 

Taxe des abscisses positives X étant intérieur à la parabole. 

On trouve, facilement que Taxe de symétrie GX a pour équa- 
tion Ax-\-2y-\-i = 0y et que les coordonnées du sommet sont 

Xo = — i> y© = " Î5 • ^® P^^s, les cordes principales sont paral- 
lèles à Taxe primitif des abscisses OX] donc la tangente au 
sommet GY a pour équation ^ +—=0. 

Problème III. — Étant donnée V équation d^un système de deux 
droites parallèles rapportées à des axes faisant entre eux un angle B, 
trouver les coefficients de Céquution 

SiX« + F, = 0, 

qui représente ces deux droites rapportée^ à la ligne des centres et 
à une perpendiculaire sur cette ligne. 
Soit f=0 l'équation des deux droites rapportées à des axes 
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quelconques ox^oy; la relation 

A-fC — 2Bcose 



sin«6 
fera connaître S^ ; quant aux relations 



= Si 



^ 5* 



sin^a sin^O/ sin'ô siii^8| ' 

elles prennent la forme = 0, et ne pourront pas servir à caf- 
culer F| . 

Pour déterminer cette constante, remarquons que, quand on 
passe des anciens axes ox, oy aux nouveaux CX, GY, la fonction f 
devient S| X« + F| ; par suite, la fonction f— F| est un carné 
parfait, et tous les mineurs du premier degré de son discriminant 

A B D 
B G E 
D E F — F^ 

sont nuls. Égalons par exemple à zéro le mineur relatif à Télé- 

ment A, nous aurons Téquation 

> 

G E 

E F — F, 



=0; 



d'où l'on déduit 



CF4 = 



G E 
E F 



= ICk, 



Aa représentant la dérivée prise par rapport à A du discrimi- 
nant A de la fonction f. 

Remarque. — En égalant à zéro les mineurs du discriminant 
de la fo iction f — Fj relatifs aux éléments A, G, B, on trouve les 
équations 

CFi = a:^ AF4 = Ai; 2BF4 = — Afe; 
on en tire 

A + C — SBcosO-, A^^ + A'c + AbcosO 

^—~ — p . z:^ ■ • 



sin'ô 



Appelons 4d< le carré de la distance des deux droites, o*est-à- 
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F 
dire posons (JP = — ^ ; le premier membre de la dernière équa- 

tion pourra être remplacé par— d* Si; il conserve la même 
valeur quand on change les» axes ox^ oy d'une manière quelconque ; 
on a donc le théorème suivant : 

an 

135. Théorème IV. — Soit f=0 Véquation d'un système de 
deux droites parallèles rapportées à des axes faisant entre eux un 
angle ft; l'expression 

AA+Ac+A^BCose 

sin*ô 

conserve la même valeur quand on change les axes de coordonnées. 
Exemple. — Ramener à la forme 

S4X«4-Ft=0 

Inéquation 

a:i + 4y» + 4a:y + 2a: + 4y — 1=0, 
l'angle des axes étant = ^ . 

Q 



On a 

G E 



c _A + G — 2BcosO . „ _^K_i 

^'- iiSïê =^ ^*-c— G 



E F 



= — 2. 



Les deux droites rapportées à la ligne des centres et à une per» 
pendiculaire sur cette ligne ont donc pour équation 

2X« — 1 = 0. 

Longueurs des axes d'une ellipse ou d'une hyperbole. 

136. L'équation de l'ellipse ou de l'hyperbole rapportée aux 
axes de symétrie est 

S|X« + SaY« + F4=0; 

la courbe rencontre ses axes eu des pointa qui ont pour coor- 
données 

nous allons distinguer deux cas : 
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l** La courbe est du genre ellipse. — Les coefficients S|,Sj sont 
alors de même signe ; on peut les supposer positifs. 

Lorsque la constante F^ est nulle, Téquation n'étant satisfaite 
que pour X = 0, Y = représente un point. 

Lorsque la constante F^ est positive, l'équation n'admet aucune 
solution réelle ; on dit qu'elle représente une ellipse imaginaire. 

Enfin, lorsque la constante F| est négative, la courbe est une 
ellipse rencontrant chacun des axes de symétrie en deux points 
réels. Si nous posons 



l'équation devient 



Si S, 






et les quantités 2a, 2b représentent les longueurs des axes. 

2? La courbe est du genre hyperbole. — Les coefflcients S„ Sj 
sont alors de signes contraires ; on peut supposer S| >- 0, S^ •< 0. 

Lorsque la constante F| est nulle, l'équation représente deux 
droites qui se coupent. 

Lorsque la constante F| n'est pas nulle, l'équation représente 
une hyperbole ; pour fixer les idées, nous supposerons F| négatif: 
Taxe GX rencontre alors l'hyperbole en deux points réels, on 
l'appelle axe transverse ; Taxe GY la rencontre en deux points 
imaginaires, on l'appelle axe imaginaire. Si nous posons 



l'équation devient 



S, S.' 



X«_Y«_ 



la quantité 2a est la longueur de l'axe réel; on dit que la quan* 
tité 2b est la longueur de l'axe imaginaire. 

Problème IV. — Étant donnée Véquation d'une ellipse ou d'une 
hyperbole rapportée à des axes faisant entre eux un angle 0, trou^ 
ver les longueurs des axes de symétrie* 

Nous désignerons par a* et b* les valeurs algébriques des 
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carrés des demi-nxes, ces quantités étant positives quand Taxe 
est réel, négatives quand l*axe est imaginaire ; Téquation de la 
courbe, ellipse ou hyperbole, rapportée aux axes de symétrie, 
sera 

Soit f = l'équation de la courbe rapportée à deux axes quel- 
conques ox, oy ; quand on passe de ces axes aux axes de symé- 

/X« Y« \ 
trie, la fonction /'devient X ( — + -rj — i j, où X est une constante. 

En appliquant le théorème III, on a les relations 

a X* A + C-^2Bcose_ /i 



sin'd a* 6* sin*6 



=»(i+^) 



sin'6 a* 6* sin'6 » 

On déduit de là 

11 8 A + C — 2BcosO 1 __ ^ 

donc les carrés des demi-axes sont les racines de l'équation 

£^^ A + C — 2Brose l S» _ 

^ a' sin«e p A«bin«ô"" ' 

ou de réquation 

pt^^(A + C — 2Bcose)p— ^sin«e = 0. 



Paramôtre de la parabole. 

137. L'équation SjY* + 2D4X = 0, qui représente la parabole 
rapportée à son axe et à la tangente au sommet peut être mise 
sous la forme suivante : 

Y«±2pX = 0, 

D 

en posant p = +. ^^ ; la constante p est appelée le paramètre de 

la parabole. 
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Problème V. — Étant donnée V équation d'une parabole rap^ 
portée à des axes faisant entre eux un angle 6, trouver le paramètre 
de la courbe. 

Soit f= l'équation de la parabole rapportée à des axes quel- 
conques, quand on la rapporte à Taxe de symétrie et à la tangente 
au sommet, la fonction f devient 

X(Y«±2pX), 

où X est une constante. 
En appliquant le théorème III, on a les relations 

A + C — 2Bcos6 ^ A ^^ , 

5m* ô sm«9 '^ ' 



d'oii Ton déduit l'équation 



1 



(— A)2sin«e 

P=- -s 

(A + C — 2Bcose)i 

qui fait connaître le paramètre p. 

Équation de rellipse et de l'hyperbole rapportées 
à deux diamètres conjugués. 

138. Lorsqu'on rapporte une ellipse ou une hyperbole à deux 
diamètres conjugués, comme â chaque valeur de x correspondent 
deux valeurs de y égales et de signes contraires et inversement, 
réquation de la courbe prend la forme 

En raisonnant comme au paragraphe (136), on verra que, dans 
le cas de l'ellipse, on peut mettre l'équation précédente sous la 
forme 

et, dans le cas de l'hyperbole, sous la forme 

en représentant par 2a', 2b' les longueurs des diamètres oonju- 



THéORÂlfES D* APOLLONIUS 237 

^és pris pour axes de coordonnées : dans le cas de Thyberboie, 
l*un des diamètres conjugués est imaginaire. 

Théorèmes d'Apollonius. 

139. Pour fixer les idées, supposons que la courbe soit une 
ellipse; rapportée aux axes de symétrie ox, oy, elle a pour 
équation 

rapportée à deux diamètres conjugués ox!, oy', faisant entre eux 
l'angle 0, elle a pour équation 

— JL,^ 1 = 

• 

Quand on passe des axes ox, oy aux axes ox', ojf, le terme 

X^ 1/3 

constant — 1 ne change pas, donc la fonction -r + ~ — 1 

Or 0^ 

x'* 1/'* 
] devient — +^ — 1. En appliquant le théorème III, on a les 



I 



relations 

^ + -^ 

a'%^b'^ _ i 1 1 1 

"6În«6 â«"^fc« a'«fr'«sin«e~a«^3' 

on en déduit 

ff'« + i'ï = a« + fc« a'6'sine=a6, 

qui donnent les deux théorèmes suivants connus sous le nom de 
théorèmes d'Apollonius. 

Théorème I. — la somme des carrés de deux diamètres con- 
iugués quelconques d'une ellipse est constante et égale à la somme 
des carrés des axes. 

Théorème II. — Vaire du parallélogramme construit sur deux 
diamètres conjugués est constante et égale à celle du rectangle 
construit sur les axes. 
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Dans le cas où la courbe est une hyperbole, le premier théo- 
rème doit être énoncé de la manière suivante: 

Théorème. — La différence des carrés de deux diamètreti eon- 
jugués quelconques est constante et égale à la différence des carrés 
des axes. 

140. Comme dernière application du théorème III» nous éta- 
blirons la proposition suivante: 

Théorème. — Dans toute courbe du second ordre à centre, la 
somme des carrés des inverses de deux diamètres rectangulaires 
est constatée. 

L'équation de la courbe rapportée à deux 
diamètres rectangulaires quelconques est 




rig. ios. 



et l'on a 



1 



OA' 



A J_ 



C 

r 



d'où 



11 1 

OA* OB* F 

quand on fait tourner les axes autour du centre 0, les quantités 

F et A 4- C ne changent pas de valeur ; donc la somme :==r\ + nri 

OA* ÔB* 
reste constante. 

Remarque. — Menons la hauteur OC du triangle rectangle AOB ; 
on sait que l'on a 

1 1 1 

ôc'""ôÂ* Ob'" 

Cette relation montre que la hauteur OC reste constante Quand 
Tangle droit BOA pivote autour de son sommet ; de là résulte 
le théorème suivant: 

Théorème. — Dans une courbe du second degré à centre, les 
cordes vues de ce point sous un angle droit sont tangentes à une 
circonférence concentrique à la courbe. 



I. 
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EXERCICES. 



1. Construire les courbes qui ont pour équations 

2«»+»* — 2icy+ 3» — 2y — 1=0 ar« — a?y4-3a;— ây-f-4 =0 

lx*'\- y* — ±xy— 2y + 2 =0 ûfl — xy-\-3x — 2y + 2 =0 

««• + y* — ^*y+ Sx — 2f/-h2 = 4a;*+y* — 4xy — 3x + 2y + 2=0 

X* — y* — 2a:y-|- 4a;+2y — 5 = 4;r*4- j^ — 4j:y — 4j:-|-2y — 2 = 

a;» — y« — 2xy-f- 4a; + 2y — 1=0 4x*-i- y" — *^ — ** + 2y-f-l =0 
a:» — y» — 2 j?y + ^0« + 2y + 7 = 0. 

2. Le point P (ac,p) se déplaçant dans le plan, déterminer la nature des 
courbes qui ont respectivement pour équations 

y = x± V(P* — a)ic* — 2(a— P)a?— 1 . 
y = x-hi± v/(â« — 3« + l)««-t-2(aH-p)aî — 1 

y = i^-î±i4l V/va* + P*-l)«*-2(a-Wa; + a-p 

y = j^ -t ^:;-ï N/(a«H-p«-.l)a;« + 2(a + p-l)aH-(a-hP-l) 
(a« — tt*) X* + (p« — a*) y* — î apa;y + 2a«a a; + 2*«py — a* = 0. 

S. On donne un cercle, deux points A, A' sur sa circonrérencô et un point P 
situé daoa son plan. 

Par le point P on mène une sécante coupant la circonférence du cercle aux 
points B et B'; on joint AB, A'B'; trouver le lieu des points de rencontre des 
lignes de jonction. 

Discuter ce lieu, le point P se déplaçant dans le plan. 

4. On donne un point A, une droile D et un cercle: une droite qui tourne 
autour du point A rencontre la droite D en des points variables B; trouver 
le lieu des points oii la droite AB est coupée par la polaire du point B. 

Discuter ce lieu, le point A se déplaçant dans le plan. 

5. Trouver les grandeurs désaxes des ellipses représentées par les équations 

(ax + ày)* + {a'x -|- t^y]* = c« (aa; + «'y)* + [bx + à' y)* = c*. 

Examiner le cas où ces courbes sont rapportées à des axes de coordonnées 
rectangulaires. 

6. Trouver la condition nécessaire et suffisante pour que les diamètres de 
Newton soient parallèles à une même drq;te, quelle que soit la direction des 
eordcs conjuguées. 
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7. Étant donnée une coarbe du second degré, trourer les diamètres con< 
jugués faisant entre eux un angle donné. — Cas où cet angle est droit. 

8. Conditions nécessaires et suffisantes pour que les ajces d'une courbe du 
second degré aient la même longueur. 

9. Trouvp.r les longueurs des axes d'une ellipse ou d'une hyperbole en 
cherchant les rayons des cercles qui touchent ces courbes et leur sont con- 
centriques. 



LIVRE IV 

THÉORIE GÉNÉQALE DES COURBES 




CHAPITRE PREMIER 

TAN6ENTES. 

• 

141. Définition. — On appelle tangente en un point A d'une 
courir la limite des positions que prend 
une sécante qui tourne autour du 
point 4> jusqu'à ce qu'un second point 
d'intersection vienne se confondre^ ' 
ave&k. f/^ \iB c/ 

Soient x eiy les coordonnées du 
point de contact A, x + Aa:, et y-|- Ay 
celles d*un point B ie la courbe tel '^' 

qu'on peut aller de A en B sans quitter la courbe ; le coefficient 

angulaire de la sécanje AB a pour exprefcion -^ • Quand le 

point B se rapproche indéfiniment du point A, les quantités ^y 

Sy 
et Au tendent simultanément vers zéro, et leur rapport 7— a pour 

limite la dérivée de Tordonnée considérée comme fonction de 
Tabscisse ; de là résulte le théorème suivant : 

Théorème. — Le coefficient angulaire de la tangente en un 
point A {x;y) d'une courbe est égal à la dérivée de l'ordonnée y 
eonsifiéi'ée comme fonction de l'abscisse. 

Équation de la tangente. - Si l'équation de la courbe est^ 
résolue par rapport à y, c'est-à-dire de la forme y=^f{x)^ la 
tangente a pour équation 

Si l'équation de la courbe n'est pas résolue par rapport à y^ 

16 



2i2 
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c'est-à-dire de la forine/(a?,j) = 0, le coeifloient angulaire delà 
tangente e$t donné par la relation * 

, jH-'/!»--'. . 

il 

et cette droite a pour é(]fiation * 

(1) (xUai)rx+{v-y)r»=o, 

L'équation précédente peut être éc&H comme il suit : 

(!') xri4-Yrr-(a;rx-fî/A)=0; 

nous allons lui donner une forme plus simple. * , 

Rendons homogène la fonction f en y remplaçant a; et j^ par > 

y ' ■ 

et - ; pms posons 
nous aurons l'identité 

■ 

Pour a?=lla fonction ®(aî,y,«) devient f(x^^ et s'annule, 
puisque le point de contact A {Xfjf) est sur la courbe ; les fonc- 
tions f^,f y de vienn|nt respectivemeift fLf'if; quant à, la valeur 
que prend <fz, nous conviendrons de la désigner par fz' iiouB 
aurons alors la relation • 

et l'équation de la tangente prendra la forme suivante : 



(2) 



Xr^ + Yfi + Zfi^O; 



on devra toujours poser Z = z = i. 
Exemple. — Considérons la courbe qui a pout équation 

y — xcosx = 0. 
Cette équation rendue homogène devient 

f=j/ — xcos- = 0; 



• • 



wr^r 
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lOn en tire , ' " . 

' % ^ -z z J' z^ z 

et la tangente à la ccmrbe considérée tura p^ter^cgiatiaii 

X (a: siâaî — cosx) + Y — i* sina; = 0. 

Ramài^que. — Il arrive souvent que les coordonnées des points 

d'une coiurbê sont définies par deux équations 
• « 

OÙ t est unp variable indépendante ; il est encore facile de trouver 
Texpression du coe(I!cierrt angulaire I de la tangente. 
. A()pelons At Taôcroissement de la variable t auquel corres- 
pondïfnt des accroissements A^ et Ay pour x et pour y, on aura 

* * Aw At 

I = lim -4- = lim-— ; 
Ax Ax 



A^ 



donc 



• 



• 






m 

Tangente à rorigine. 

142. Théorème. — Quand une courbe passe par Vorigine, le 
coefficient angulaire de la tangente en ce point 

est égal à la limite du rapport -pour x = (k 

oc 

' Soit en effet M (a:, y) un point de Tare de la 
•ourbe qui passe par Torigine, le coefflcient 

angulaire de la sécante OM sera -; or, quand Fîg. 103. 

X 

le point M teàd vers Torigine 0, c*cst-à-dire quand x tend vers 
zéro, la çécante OM a pour limite la tangente OT ; donc le coef- 
ficient angulaire de cette tangente est bien égal à la Umite du 

rapport - pour x = Q. - 

X * 




,' . » 
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CotisidéroiiSy par exemple, la eourbe quia pour équaffon 

v=tgx; . 
l'abscisse x tendant vers zéro, «n a 

lim? = lim*-^ = l; 

X X 

m 

donc, à l'origine, la courbe toucho la première bissectrice. 

Quand l'équation de la courbe est algébrique et tnise soud 
forme entière, on peuWétablir le théorème suivant : 

Théorème. — Si r équation d'une courbe est algébrique et de 
forme e^tière^ on obtient le faisceau des tangentes à Forigine en 
égalant à zéro V ensemble des termes de moindre degré'. 

En groupant ensemble les termes de même degré, Téquation 
de la courbe prendra la forme 

■ 

« elle ne contieni pas de (erme constant, puisque la courbe passe 
par Torigine. « 

Définissons les coordonnées d*un point quelconque M(x,y) 
d'une droite pstssant par l'origine paf les relations 

les valeurs de p qui" correspondent aux points où cette droite 
rencontre la courbe seront les racines de l'équation 

* 

Nous allons distinguer plusieurs cas. 

1^ Bans V équation de la courbe^ les termes de moindre degré sohi 
du premier degré. — L'équation (4) admet, quels que soient a et 
p, la racine p = 0, et toute droite passant par l'origine r#ncontre 
la courbe en des points dont un seul en général coïncide aveo 
l'origine ; on dit que Torigine est un point simple. Pour que la 
droite touche la courbe à l'origine, il faut et il suffit que l'équa- 
tion (4) admette la racine ;céro au moifts avec le degré deux de 
multiplieité, ou que Ton ait 

(5) cp4(a,p) = 0. 



•i * 
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On aura Téquation de la tangente en élinrinani a et p entre les 
équations (3) et f5), ce qui donne l'équation 

2* Dans V équation de ïa courb^ les termes de moindre degré sont 
du degré p. — L'équatioa admet, quels que soient a et p, la ra- 
cine p=0 avec le deg;répde multiplicité, et toute droite passant 
par Torigine rencontre la t^ourbe en des points parmi lesquels p 
sont confondus avec Torigine : de Torigiiie partent p arcs de la 
courbe, et Ton dit que Torigine est un point multiple d'ordre p. 
Pour que la droite touche l'un des arcs passant par rorigine, il 
faut et il suffît que i'éq^uation (4) admette la racine zéro au moins 
avec le degré p -f- 1 de multiplicité, ou que Ton ait 

En éliminant a et p entre cette relation et l'équation (3), on 
obtient Téquation 

<fp(Xyy) = 0, ' 

qui représente p droites passant par Torigine et touchant respec- 
tivement les arcs qui partent de ce point. 

Considérons, par exemple, le Folium de Descartes, qui a pour 
équatioa 

cfi + y^ — Saxy = 0; 

celte courbe passe par Torigine qui est un point double ; les tan- 
gentes à Torigine sont les axes de coordonnées. 

143. Problème. — Par un point donné P(a:o> ïo)» n^^^r une 
tangente à une courbe G. 

Prenons pour inconnues les coordonnées x, y du point du con- 
tact ; si f= estréquation de la courbe, celle de la tangente sera 

en exprimant que cette droite passe par le point P, on aura la 
relation 

(6) (Xo'-x)f!, + {yo-y)r9=0, 

qui, jointe à l'équation de la courbe, détermine les inconnues 
xeiy. 
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Dans l'équation (6), regardons a: et y comme des coordonnées 
courantes ; cette équation représentera une courbe C dont les 
points d'intersection avec la- courbe donnée G seront les points 
de contact des tangentes issues du point P. 

Remarque. — La courbe G Jouit d'une propriété qui mérite 
d'être signalée ; Téquation (6) ne change pas quand on remplace 
l'équation f=0 par l'équation f — fc=:0, où fc représente une 
constante; de là résulte le théorème- suivant : 

Théorème. — Le lieu géométrique des points de contact des 
tangentes menées d'un point P au^ courbes obtenues en faisant 
varier k dans Véqu4itionf—k = est une courbe C qui a pour 
équation 

Application. — Considérons en particulier un faisceau de cir- 
conférences concentriques G ; ré^pation de c€S courbes rappor- 
tées à deux diamètres rectangulaires s^ra . 

x« + î/a — R« = 

et la courbe G' aura pour équation 

{xo — x)x + {yo — y)y=0) 

la courbe G' est donc une circonférence ayant pour diamètre la 
droite Po qui joint le point donné P au centre commun des cir- 
conférences G ; on retrouve ainsi un théorème connu de géomé- 
trie élémentaire. 

Cas où la courbe G est algébrique, — Supposons que la courbe C 
soit algébrique et que son équation f= mise sous forme en- 
tière soit du degré m ; prenons Téquation de la tangente sous la 
forme 

X/i + Y^i + Z/ïr^O; 

et exprimant que cette droite passe par le point P(x«,y«), on 
aura la relation 

(6') x.r,+yory+%on=o, 

où l'on doit poser z = Zo = i' 
L'équation (6'), après cette substitution, représente, quand on 
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y regarde j? et y comme des coordonnées courantes, une courbe 
d'ordre m— 1 coupant la courbe donnée au plus en m (m — 1) 
points; donc, d'un point donné P, on peut mener généralement 
m ( m — i) tangentes à une courbe d'ordre m. 

■ 

Définition. — La classe d^une courbe est représentée par le 
nombre de ses tangentes qui passent par un point quelconque du 
plan. 

On voit donc qu'une courbe d'ordre m est en général de la 
classe m(m — 1). En particulier, les courbes du second ordre 
sont de la seconde classe. 

144. Problème. — Mener à une courbe une tangente parallèle 
à une droite donnée. 

Soit aie coefHcient angulaire delà droite donnée ; les coordon- 
nées du point de contact d'une tangente parallèle à cette droite 
devront satisfaire aux équations 

Si réquation f=0 de la courbe donnée est algébrique et du 
degré m, la seconde des équations précédentes sera du degré 
m — 1 ; donc, une courbe du degré m admet en général m(m— 1) 
tangentes parallèles à une droite donnée. 

Courbes tangentes. — Courbes orthogonales. 

145. Courbes tangentes. — Soient f=Oy © = les équations 
des deux courbes ; on exprimera qu'elles se touchent en un point 
ll{Xyy) en écrivant que les coefficients angulaires de leurs tan- 
gentes au point M sont égaux ; 4es coordonnées x ei y doivent 
donc satisfaire aux trois équations 

f{x,y) = ^(x,y) = §=^. 

En éliminant x ei y entre ces équations on obtiendra une 
relation de condition. 

Courbes orthogonales. — On exprimera que deux courbes 
sont orthogonales en écrivant que les tangentes en leur point 
de rencontre M(x, y) sont perpendiculaires. 
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Si les axes sont rectangulaires, les coordonnées x,y devront 
satisfaire aux trois équations 

f{x,y) = ^{x,y) = Q ^=-î?- 

En éliminant a; et y entre ces équations, on obtiendra une 
relation de condition. 

Appliquons ce qui précède aux circonférences ayant pour 
équations 

(7) a:« + ï«-R* = {x-d)^ + y^ — R'* = 0. 
On doit à ces équations associer la relation 

y a: — rf' 
qui, en tenant compte de la première des équations (7), devient 

(8) dx = R«. 

Des équations (7) on tire par soustraction 

d* — 2da; + R«-R'« = 0; 

remplaçons dans cette dernière équation dx par R', nous obtien- 
drons la relation 

d« = R«4-R'«, 

qui .exprime que le carré de la distance des centres doit être égal 
à la somme des carrés des rayons. 

Normales. 

Définition. — On appelle normale la perpendiculaire à une 
tangente menée par le point de contact. 

Le point où la normale rencontre la courbe à angle droit est 
le pied de cette droite, ou encore son point iincidence. 

L'équation de la normale ayant pour point d'incidence un point 
M (a;, y) est 

X-x ^ Y~y 

t'x — /J COSÔ ~" /J — /i COSÔ 



t 

» 
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si les coordonnées sont obliques, et 

X— x _Y— 

n ~ f, 

61 les coordonnées sont rectangulaires. 

Tangentes aux courbes du second ordre. 

146. So\if=0 l'équation rendue homogène d'une courbe du 
second ordre, la langente au point A{x,y) aura pour équation 

où Ton doit loiyours poser Z = a= 1 . 

Il n*est pas sans utilité de remarquer que, dans le cas des 
courbes* du second ordre, on peut écrire comme il suit Téqua- 
lion de la tangente : 

Corde dd contact. — En exprimant que la tangente passe par 
un point donné PiXo.y^), on obtient la relation 

(9) xfi.+yry.+^rz.=o, 

qui représente une droite lorsqu'on y pose %=z%o = i et qu'on y 
regarde x et y comme des coordonnées courantes. Les points où 
cette droite rencontre la courbe donnée sont les points de contact 
des tangentes issues du point P ; comme il y a deux points de 
rencontre A et B, il y aura deux tangentes, et la corde de contact, 
AB sera représentée par l'équation (9). 

Problème. — Étant donnée Véqmtion (Tune droite 

exprimer que cette droite est tangente à une courbe donnée du 
second ordre. 

Soit f=0 réquation rendue homogène de la courbe du second 
ordre, une tangente quelconque sera représentée par l'équation 
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il faut identifler cette équation avec Téquation de la droite, ren- 
due homogène, c'est-à-dire avec Téquation 

aX + ftY + cZ = 0.; 

ce qui donne les équations de condition 

(iO) tk = !l = tî. 

abc 

Gomme le point de contact est sur la courbe, la fonction 
fi^jj/i^) 6st nulle pour z = i, ou, ce qui esl^ la même chose, 
on a 

équation qui devient 

(11) ax-\-by + c%=0, 

en tenant compte des relations (10). 

Pour exprimer que la droite donnée est tangente, il reste à 
éliminer x^y^z entre les équations (10) et (11). 

Représentons, pour plus de symétrie, par — 2XlaTaleurcom» 

f f f 
mune des trois rapports égaux —, t^, — ; nous devrons éliminer 

^'^ abc 

a;,y,2,X entre les quatre équations linéaires et homogènes 

Ax + By + Dz-{-al = 
Bxi-Gy + Ez-\-bl = (i 
Dx-{-Ey-\-Fz + c'k = 
aX'\-by-\-cz =0 

ce qui donne la relation de condition 



A B D a 

B G E b 

D E F c 

a b c 



= 0. 



Remarque. — Désignons par U le déterminant qui forme le 
premier membre de Téquation précédente ; ce déterminant U est 
un tnt;arîant, car il est le discriminant de la fonction à quatre 
variables 

Ax^+G]/^ + 2Bxy-\'iBxz + iEyz+Fz'^+U{ax-\-by+c%). 
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147. Problème. — Étant donnée l'équation d'une droite 

reconnaître si cette droite coupe une courbe de second ordre en 
des points réels ou imaginaires. 

Les deux points de rencontre étant confondus quand la fonc- 
tion U est nulle, on prévoit que, les deux points ne coïncidant 
pas, leur nature dépendra du signe de la fonction U; coninie 
cette fonction est un invariant, elle conservera son signe si l'on 
prend la droite donnée pour axe des y, c'est-à-dire si Ton sup- 
pose t = cs=0; an a alors 

U = a«(E« — CF). 

D'un autre côté, les ordonnées des points où Taxe des y ren- 
contre la courbe sont les racines de Téquation 

Cî/«4-2Ey + F = 0; 

elles sont réelles ou imaginaires, suivant que le binôme E* — GF 
est positif ou négatif; donc 

les points de rencontre de la droite et de la courbe 



( imaginaires 



\si Ton al - 



U>0 
<0 



148. Définition. — On dit qu'un point est extérieur à une 
courbe du second ordre quand les deux tangentes issues de ce point 
sont réelles; il lui est intérieur quand ces tangentes sont imagi'^ 
nqires. 

Soient x^y les coordonnées d'un point M du plan, il sera exté- 
rieur ou intérieur à la courbe suivant qu'elle sera rencontrée en 
deux points réels ou imaginaires par la corde de contact des tan- 
gentes issues du point M. 

L'équation de celte corde de contact étant 

• xr,+Yri+zra=o, 

on doit, dans le déterminant U, poser a = /i,6 = /J,c = /l, ce 
qui donne 

A B D /i 

B G E /; 

D E F /î 

fs n fi \ 



U = 



^ 



252 LIVRE IV. — CHAPITIiB I 

Ajoutons à la quatrième colonne de ce déterminant Ips trois 
premières colonnes multipliées respectivement par . • 

il vient 

A B D r 



u = -. 



B G E 0" 
D E F 



= -Âàf(Xyy,z).' 



Pour 2 = 1, f{x, y y z) représente la valeur que prend le premier 
membre de Téquation de la courbe quand on y remplace les coor- 
données courantes par celles du point M. On voit que 

I • .»» { extérieur \ .„ /A/"<0 

Équation quadratique des tangentes menées d*un point 

à une courbe du second ordre. 

En raisonnant comme au paragraphe 79, on trouve, poiir re- 
présenter les deux tangentes menées par un point P(aro, y^), 
l'équation 

if{x, y, %) f(Xo, yo» «o) = i^fk + Vfio + ^f*o)f- 

Construction géométrique des tangentes à certaines courbes. 

149. On peut construire géométriquement les tangentes aux 
courbes engendrées par les différents points d'une Agui*e de 
forme invariable qui se déplace dans son plan. 

Lemme. — Une figure de forme invariable mobile dans son 
plan peut être amenée d'une quelconque de ses positions à une 
autre par une rotation autour d'un point du plan. 

Soient A et B deux points quelconques de la figure dans sa 
^ première position F, et A', B' ces mêmes 

points dans la seconde position F de la 
figure; si Ton fait coïncider les points A 
et B avec les points A' et B', la figure F 
coïncidera avec la figure F'. Appelons I 
le point de rencontre des perpendicu- 
laires élevées aux droites AA', BB' en 



•-^ 



\ 



I 



Fig. 104. 

leur milieu, les triangles AlB, A'IB' seront égaux comme ayant 
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». 

les trois côtés égaux chacun à chacun ; de là résulte Tégalité des 
angles AIB, A'1B\ et par suite celle des angles AIA', BIB'. Cela 
pose, si Ton fait tourner la flgure F dans son plan autour du 
point I d'un angle égal à langle AIA, le point A viendra coïn- 
cider avec le point AS et le point B avec le point B'; la flgure.F 
s'appliquera donc sur la flgure F. 

Remarques. — * 1^ La démonstration précédente est en défont 
quand la figure AÀ'BB' est un trapèze ij * 

dont AA' et BB' sont les côtés parallèles, ;i 

car alors les perpendiculaires élevées sur /' j ' \ 

ces côtés en leur milieu se confondent. Dans ^/ j \^' 

ce cas, le point de rencontre I des deux T ^ 

droites AB, A'B' peut être pris pour centre /._ i 

de rotation; de plus il n'y a -pas d'autre ^ . 

centre de rotation, car I est le seul point de **^' 

la droite xy, duquel on voit les'segments AA', BB' sous le même 

angle. 

2*» La démonstration est encore en défaut quand lafigure AB A'B 
est un parallélogramme, car alors les per- jj d' 

pendiculaires élevées sur les milieux des / 
côtés AA', BB' sont parallèles. Dans ce / / 

cas, pour faire coïncider les points A, B / / 

avec les points A', B', il suffit de donner a ^ 9 

la figure F un mouvement de translation ^^^' *^' 

rectiligne, chaque point de cette figure décrivant des segments 
de droites égaux à AA', parallèles à AA' et de même seas. 

Le lemme sera général si nous conveotns vde regarder le 
mouvement de translation rectiligne comme un mouvement de 
rotation s^eCTectuant autour d'un centre situé à Tinfifti. 

Théorôme. — Si Von considère les trajectoires décrites par les 
différents points A, B, C, . . . d'une figure plane de forme invariable 
qui se meut dans son plan, les normales à ces courbes aux points 
décrivant qui correspondant à une même position de la figure, con- 
courent en un même point. 

Soient A, 6, G,. . . les points delà figure dans une première 
position F, et A',B',G',..« les mêmes points dans une se- 
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conde potitîou F' : les perpendiculaires élevées sur les droites 

AÂ', BB', GG\ ... en leur milieu concourent 
en un point I. Si la figure F se rapproche 
^' indéfiniment de 4a figure F, les cordes ÂA% 
j / . BBV . . ont pour limites les iangenles aux 

I / .a\ points a, B, C, .. . des trajectoires de ces 

[./ .. ' M^ points, et les perpendiculaires à ces cordes 

• <c^ '" deviennent les normales aux mêmes points; 

fis- i07. ^QQ^ ^^g normales concourent ea un certain 

point 0. 

Le point est appelé centre instantané de rotation. 

Corollaire. -* Si Ton sait mener les normales aux trajectoires 
de deux j)oints de la figure mobile, leur intersection déterminera 
le centre instantané de rotation O; en joignant le point à un 
point quelconque G de la figure, pn aura la normale à la trajec- 
toire du point G. 

Définition. — On dit qu'une courbe mobile G roule sans glisser 
sur une courbe fixe G, quand la coufbe G reste tangente à (n 
courbe G, et que, sur les deux courbes, les arcs limités par deux 
points quelconques qui ont coïncidé ont la même longueur. 

Un pareil mouvement est appelé épicyclotdal. 

Théorèfie. — Le déplacement d'une figure plane de forme inva- 
riable dans son plan est un mouvement épicycloîdal. 

Quand une figure plane se déplace dans son plan, à chac^^ne 
de ses posilioiTs correspond un centre instantané de 'rotation. 
Soit G la coijrbe décrite sur le plan fixe par ces centres instan- 
tanés de rotation ; soit de même G' Iç lieu sur le plan mobile des 
points de la figure qui viennent successivement coïncider avec ' 
les centres instantanés de rotation; je dis que, dans le mouvement 
de la figure, la courbe G' roule sans glisser sur la courbe 6. 

Soient en effetFiiF,, F3,. . . les positions occupées par la 
figure mobile aux époques 0, 0, 30, ... ; soient 0|,0j|,03,. . . les 
centres instantanés de rotation correspondants et Oi.O's^O's, . . . 
les points de la figure qui viendront succesâivement coïncider 
avec les points 0|, 0%, Os, ... . 



fT" 



4 * 
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Pendant le premier instani, la figure tourne autour du centre 0| , 
et le point 0'^ vient en 0^; pendant le se- 
oond instant^ la figure tourne autour du point 
O^. et'^le point O's, vient en Os, et ainsi de 
suite. # 

Daas cette suite de mouvements, le poly- 
gone 0| O'a O's, . . . inscrit dans la courbe C' o^ 
roule sur le polygone OiOaOs... inscrit 
dans la courbe C; donc, à la limite, c'est-à- 
dire quand on fera tendre d vers zéro, la 
courbe C roulera sans glisser sur la 
courbe C. ^b- *«• 




Applications. 



1® Ellipse. — Les extrémités d'une droite AB de longueur cons- 
tante glissent sur deux droites rectangulaires ox, oy, un point M de 
cette droite décrit une ellipse. 

Prenons pour axes de coordonnées les directrices ox^ oy\ 
posons Ma = by MB == a, et construisons ij , 

le contour des coordonnées du point M ; 
les trianglos semblables MÂP^ MBQ 
donnent la relation 



équatic^n d'une ellipse dont les axes 2a 

et 2b coïncideni avec les deux directrices oXj oy. 




Fig. i09. 



Généralisation. — Les extrémités d'une droite ÂB de longueur 
constante gliisent sur deux droites qui se coupent o Ay o B, tin point 
quHconque M lié à la droite décrit une ellipse. 

Remarquons, d*abord, que la circonférence circonscrite au 
triangle ÂoB a un rayon constant H, car on a 



2R= 



AB 

sinAoB 
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CoaBîdérons celte circonférence coAme invariablement liée à la 
droite AB et entraînée dans le mouvement de cette droite, un 

point quelconque D de celte circonré- 
rence décrira une droite passant par le 
point o; ^ effet. Tare DB restant cons- 
tant, il en est de même de l'angle DoB. 
Cela posé, joignons le point H au 
centre «o de la circonférence; les points C 
et D extrémités du diamètre Mm décriront 
deux droites rectangulaires ox, oy et 
comme la longueur CD est constante, le 
point M décrira une ellipse ayant pour 
Fig. 110. demi-axes MC et MD. 

Remarque. — La somme des axes est la même pour toutes 
les ellipses décrites par les points intérieurs à la circonférence; 
pour des ellipses décrites par des points extérieurs, la différence 
des axes est la même. 

Normale. — Dans la position AB de la droite mobile, les nor- 
males aux trajectoires des points A et B sont les perpendicu- 
laires AI et BI aux droites oA et oB; leur point de concours 1 est 
le centre instantané de rotation, et la droite IM la normale à 
Tellipse décrite par le point M. 

Le point I est diamétralement opposé au point o ; donc la lon- 
gueur ol reste constamment égale au diamètre 2 R de la circon- 
férence ta; par suite, sur le plan fixe, le lieu des centres instan- 
tanés de rotation est une circonférence décrite du point o comme 
centre avec 2R pour rayon; d*un autre côté, la circonférence en 
est le lieu des points I sur le plan de la figure mobile ; on a donc 
le théorème suivant: 

Théorème. — Tout point invariablement lié à une circonférence 
qui roule intérieurement y sans glisset% sur une circonférence de 
rayon double décrit une ellipse; les points de la drconféi^eme mobile 
décrivent des diamètres de la circonférence fixe. 

Remarque. — Il est facile d'établir ce théorème sans recourir 
à la théorie générale du mouvement d'une figure dans son plan. 

Soient o> et co' deux positions de la circonférence mobile et I, I' 




Fig. m. 
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les points de contact avec la circonférence fixe; nous avons vu 
que tout point I de la circonférence mobile entraînée dans le 
mouvement de la droite AB décrivait un diamètre 01 de la cir- 
conférence 0. Il résulte de là que, 
la circonférence «o occupant la po- 
sition 0)', le point I viendra au 
point C intersection de la circon- 
férence »' et du diamètre 01. Mais 
Tangle Fw'C est double de l'angle 
loi' ; donc les arcs II' et l'O sont 
égaux en longueur,puisque le rayon 
de la circonférence est double 
do rayon de la circonférence o) ; par 
suite, la circonférence <d roule sans 
glisser sur la circonférence 0. 

Conchoïde. — Nous avons déjà défini cette courbe (94) ; 
cherchons le centre instantané de 
rotation. Ce point se trouve 
d'abord sur la perpendiculaire 
menée par le point B à la droite D 
trajectoire du point B. Je dis 
qu'il est aussi sur la perpendi- 
culaire menée par le point A à 
la droite AB. 

En effet, quand la droite mobile 
occupe la position AB', le point A, 
considéré comme lié à cette 
droite, occupe la position A' telle 
que B'A'=BA et la perpendiculaire élevée sur le segment AA' 
en son milieu passe, à la limite, par le centre instantané de 
rotation. Or la limite de cette perpendiculaire est la droite menée 
par le point A perpendiculairement sur AB; car, quand AB' 
coïncide avec AB, le rayon veqteur AA' s'annule et la trajectoire 
du point A de la droite AB touche cette droite au point A. 

Le centre instantané I sç trouve donc déterminé et les droites 
IM, IM' sont les normales à la conchoïde aux points M et M'. 

Remarque. — On peut remplacer la directrice rectiligné D par 
une courbe quelconque. 

n 




Fig. lis. 
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Cissoide et strophoide. — Nous avons fail oonnaître précé- 
demment (94) le procédé donné par Newton pour, tracer la ci&- 
soïde d'un mouvement continu. Soit OSB une position de Té- 

queiTe mobile; le milieu M du côté SB 
décrira une cissoide, et le sopmet S 
de réquerre décrira une strophoide» 
car on a DS = DA. 

Le centre instantané de rotation se 
trouve sur la perpendiculaire BI menée 
par le point B à la droite AB et sur la 
perpendiculaire 01 menée par le point 
à la droite OS; les droites IM et IS 
seront donc normales, l'une à la cis- 
soide, l'autre à la strophoîde. 

Fig. 113. 

Podaires. — Nous avons appelé podaire le lieu des projections 
d*ua point donné P sur les tangentes d'une courbe G. 

La figure de forme invariable qui se déplace est ici l'angle 

droit PMA, Soient PMA, PM'A deux 
positions infiniment voisines de i'atjgle 
droit, et m le point de rencontre des 
tangentes MA, M'A. Après le déplace- 
ment de Tangle droit, le point m consi* 
déré comme lié à l'angle PMA occupera 
sur la tangente M'A une position m\ 
telle que Mm = M'm': la perpendicu- 
laire au segment mm! en son milieu 
] assera à la limite par te centre instantané de rotation. Cette 
perpendiculaire ayant pour limite la normale au point A à la 
courbe G, le centre instantané de rotation I sera sur cette normale; 
comme il se trouve aussi sur la perpendiculaire menée par le 
point P à la droite PM, il est déterminé. 

Remarque. — La droite IM normale à la trigectoiredupointM 
passe par le milieu du rayon vecteur PA. 




Fiff. 114. 
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Lieu deB sommets des angles de grandeur constante cir- 
conscrits à une courbe donnée. — Soit 
AMB une position de l'angle ; on verra, 
comme dans le cas des podaires, que le 
centre instantané de rotation doit se 
trouver sur les normales à la courbe di- 
rectrice G aux points où elle est touchée 
par les deux côtés de r angle. La droite 
allant du point de rencontre I de ces nor- 
maies au sommet M de Tangle sera donc normale à la courbe 
décrite par le point M. 




CHAPITRE II 



GOIJRBBS ENVELOPPES. 

150. Soit fix^y^a) une fonction des coordonnées a; et y et d'un 
paramètre variable a; l'équation 

f{x,y,a)=0, 

dans laquelle on fera varier a, représentera une famille de 
courbes. 

Donnons au paramètre variable les valeurs a et a -{-A, les 
équations 

représenteront des courbes C et G' se coupant généralement 
en des points m, m', m", .... 
Les coordonnées de ces points satisferont aussi à l'équation 

/'(x,y,a + A) — f(rr,y) _^, 
h ~"' 

si l'on fait tendre h vers zéro, les points m, m', m", . • • tendront vers 
des points M, M', M",... delà courbe G, points définis par les 
équations 

(1) f{x,y,a) = (2) r^(x,y,a) = 0; 

nous dirons que les points M, M',M",.-- sont les intersections 
de la courbe G avec la courbe infiniment voisine de la même 
famille. 

Définition. — On appelle enveloppe d'um courbe G dont Véqua- 
tion contient un paramètre variable le lieu des points de rencontre 
de chaque courbe G avec la courbe infiniment voisine. 

D'après ce qui précède, on aura Téquation de l'enveloppe en 
éfaninant le paramètre a entre les équations (i) et (2). 
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La courbe mobile G est appelée courbe enneloppée. 

Théorème. — Les courbes^ enveloppées G sont tangentes à la 
courbe enveloppe E. 

Donnons au paramètre a une valeur A, ce qui définit une en- 
veloppée C|; soit M|(j;|,yi) un des points de rencontre de la 
courbe C| avec la courbe infiniment voisine, le coefficient angu- 
laire I de la tangente au point M^ de la courbe G^ sera donné par 
la relation 

r*»'«i,»i,A)+I/;,(iCi,yi,A) = 0. 

D*un autre côté, on peut prendre Téquation (1) pour celle de 
l'enveloppe, pourvu qu*on y regarde a non plus comme une con- 
stante mais comme une fonction de x et y définie par l'équa- 
tion (2) : le coefficient angulaire V de la tangente en un point 
quelconque M (x^y) deTenveioppe sera donc donné par la relation 

r*(^,»,fl)+rft(^,»,«)+(«i+rai)r.(^,y,«)=o, 

ou par la relation 

car en chaque point de Tenveloppe fa est nul. 

Faisons coïncider le point M avec le point M|, alors a: etj^ 
deviendront x^ et y^ ; de plus, a prendra une valeur numérique 
justement égale à â ; donc on aura V = l, et l'enveloppée G| 
touchera l'enveloppe E au point M|. 

Remarque. — Quand le premier membre de l'équation (1) est 
une fonction entière du paramètre a, l'équation (2) exprime que 
l'équation 

f{x,y.a)=0, 

où l'on regarde a comme inconnue a une racine multiple. On peut 
souvent écrire immédiatement l'équation de Tenveloppe en s'ap- 
puyant sur cette propriété. 

Par exemple, si l'équation des courbes G est 

aa«4-2pa4-Y=0,* 
•,p,Y étant des fonctions de x et de y, Téquation de la courbe 
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enveloppe sera 

Généralisation. — Supposons maintenant que l'enveloppée 
soit repi^ésentée par une équation 

(8) f{x,y,a,b)=0 

contenant deux paramètres variables liés par la relation 

(4) T(a,ft) = 0. 

Pour avoir des points de l'enveloppe, il faut associer à Téqua* 
tion (3) réquation 

(5) /;+w/i=o, 

obtenue en égalant à zéro la dérivée par rapport à a du premier 
membre de Téquation (3) où b est considéré comme foaction de a. 
D*un autre côté, de l'équation (4) on tire 

(6) ç; + W9» = 0, 

et les équations (5) et (6) donnent la relation 

^^ S if' 

Pour trouver Téquation de Tenveloppe, on éliminera a et fr 
entre les équations (3), (4), (7). 

On procéderait d'une manière analogue si l'équation de l'en- 
veloppée contenait n paramètres liés entre eux par n — 1 
relations de conditiiW. 

Application à quelques exemples. 

151. Problème. — Trouver V enveloppe des ellipses décrites par 
les différents points M d^une droite AB de longueur constante dont 
les extrémités glissent sur deux droites rectangulaires ox, oy 
(fig. 109). 

Prenons les deux directrices ox^ oy pour axes de coordonnées; 
posons AB = I,MB=a, l'équation de Tellipse décrite par le 
point H sera 
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Il faut chercher l'enveloppe de la famille des courbes obtenues 
en faisant varier a. 
L'équation /ii = est ici 



a» (1 — 0)» 
oà en diéduit 



5=0; 



d'où 





1 1 S , 1 

Sfl y3 x3 + yi 


a " 


s s 9 3 



en substituant ces valeurs dans l'équation de l'ellipse on a l'équa- 
tion de l'enveloppe 

3 3 3 

Probldme. — Trouver Penveloppe des droites AB de longueur 
constarUe dont les extrémités gUssent sur deux droites rectangu- 
laires oXj oy ifig. 109). 

Prenons encore pour axes les deux directrices ox, oy, et po- 
sons AB={, OA = a, OB = fr; Féquatioa de la droite mobile 
sera 

a et fr étant liés par l'équation 
(9) a«4-ft« = I«. 

Il faut aux deux équations précédentes joindre la suivante : 

{10> £=:K.' 

puis éhminer a et fr entre les équations (8), (9), (10). 
De l'équation (10) on lire 

X y 

1—^ — 1. 
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d'où 

t i « i 

en portant ces valeurs dans l'équation (9), on a Péquation de l'en- 
veloppe 

? ? ! 

On retrouve la même courbe que dans le problème précédent ; 
ce résultat est un cas pai'ticulier d'un théorème général (jui sera 
démontré plus loin. 

Problème. — Trouver V enveloppe des circonférences assujelties 
à passer par un point fixe et à une autre condition quelconque. 
Nous allons démontrer que l'enveloppe coïncide avec le lieu 

des points symétriques du point par 
rapport aux tangentes au lieu di^s centres 
des circonférences. 

Soient, en effet, G et G les centres de 

deux des circonférences, elles se couperont 

en un second point m symétrique du point 

par rapport à la corde CC. A la limite 

cette corde devient la tangente au point C 

^' du lieu des centres, et le point m se confond 

avec le point M symétrique du point par rapport à cette 

tangente. 

Nous terminerons par la démonstration des deux théorèmes 
suivants : 

152. Théorème I. — Quand une courbe G de forme invariable 
se déplace dans son plan, le point où die touche son enveloppe est 
le pied de la normale menée à la courbe G par le centre instantané 
de rotation. 

Soient en effet G et G' deux positions de la courbe mobile et m 

un point d'intersection de ces deux courbes. • 
Désignons par m' le point de la courbe G 
qui est venu en m quand cette courbe 
occupe la position G'; la perpendiculaire 
élevée au segment mm' en son milieu 
passe, à la limite, par le centre instantané 
de rotation. Or, à la limite, les points m et 
m' se confondent avec le point M oili G touche son enveloppe ; par 
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suite notre perpendiculaire se confond avec la nonnale au point M 
à la courbe G, et cette normale passe par le centre instantané de 
rotation. 

Théorème II. — Uenveloppe des trajectoires des différents 
points d'une courbe mobUe de forme invariable qui se meut dans 
son plan coïncide avec r enveloppe de la courbe mobile. 

Soient a un point quelconque de l'enveloppe E de la courbe 
mobile, et G la position coiTespondante de s, 
cette courbe, laquelle touche E au point a ; le 
centre instantané de rotation I qui correspond c 
à cette position C de la courbe mobile sera 
sur la normale au point a de Tenveloppe E. 
D'un autre côté, la normale à la trajectoire 
décrite par le point a considéré comme lié 
à la courbe C doit passer par le point I; donc, cette trajectoire 
touche au point a la courbe E, et cette courbe est l'enveloppe 
des trajectoires des différents points de la courbe mobile. 

Il est facile de démontrer le même théorème par l'analyse. 

Soit 

(H) A^,!/) = 

l'équation de la courbe C rapportée à deux axes rectangulaires 
ox, oy liés invariablement avec elle ; soient, en outre, OX, OY 
deux axes rectangulaires fixes dans le plan. Un point du pian 
mobile aum, par rapport aux axes ox^ oy, des coordonnées que 
nous désignerons par x et y, et par rapport aux axes OX, OY des 
coordonnées que nous désignerons par X et Y : en appelant a, 
p les coordonnées de l'origine par rapport aux axes mobiles, on 
aura les deux équations 

<12) a + Xcosw — Ysino) — x = 

(13) p + Xsiri(o + Ycoscu — y = 0, 

X, f,u) étant des fonctions connues d'une même variable ; nous 
considérerons a et p comme des fonctions de w. 

On aura l'équation de la courbe C rapportée aux axes fixes 
OX, OY, en remplaçant dans l'équation (11) xetypar leurs valeurs 
tirées des équations (12) et (13) ; pour obtenir l'enveloppe des 
courbes C, il faudra joindre à l'équation ainsi formée celle que 
l'on obtient en égalant à zéro sa dérivée prise par rapport à w. 
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4 

En résumé, on devra éliminer Xf y^ a> entre les équations (11), 
(12), (18) et l'équation 

(14) (a' — Xsino) — Ycosa))/i + (p'4-Xcos» — Ysina))/;=0. 

Cherchons maintenant Tenveloppe des trajectoires des points 
de la courbe C. 

Dans les équations (12) et (18), donnons à x et a y des valeurs 
déterminées satisfaisant à l'équation (11); ces équations définiront 
la trajectoire d'un point de la courbe G. 

On obtiendrait l'équation F =:0 de cette trajectoire en tirant la 
valeur de «o de l'équation (12) pour la porter dans l'équation (18), et, 
d'après la théorie des enveloppes, on devrait joindre à l'équation 
F = l'équation Fi=0. Nous sommes ainsi conduits à égaler à 
zéro la dérivée prise par rapport à x du premier membre de l'é- 
quation (18)^ cette dérivée étant prise en regardant y comme lié 
à X par l'équation (11) et tù comme lié à x par l'équation (12) ; on 
obtient ainsi l'équation 

(p' + Xcosia — Ysin«)wi + ^=0. 

De réquation (12) on tire 

(a' — Xsinw — Ycosa))»^^ — 1=0, 

et si entre les deux équations précédentes on élimine (ox, on 
retrouve encore l'équation (14). 

En résumé, pour avoir Tenveloppe des trejectoires des diffé- 
rents points de la courbe G, il faudra éliminer x, y, co entre les 
équations (11), (12), (13), (14); cette enveloppe coïncide donc avec 
celle de la courbe G. 



EXERCICES. 



1* Trouver Teiiyeloppe des droites telles qae le produit de leurs distances 
à deux points fixes F et P a une valeur constante. 

2* Étant donnés on cercle et un point 0, on mène par ce point une sécante 
variable, et de son pôle P on abaisse sur la sécante une perpendiculaire PM ; 
trouver l'enveloppe des droites PM. 

3* Étant données deux droites A» B, trouver Tenveloppe des cordes inscrites 
entre ces droites et vues d'un point sous un angle donné. 



J 
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4* étant données deax droites'D, D', le sommet d*an angle dont les côtés 
tottrnent autour de deux points fixes P et P décrit une troisième droite A; 
trouver l'enyeloppe de la droite dâ! qui joint les points de rencontre des 
droites D, D' avec les côtés de l'angle. 

5* Étant donnés une droite D, un point A et un cercle, on joint le point A 
aux différents points B de la droite D, et le point B au pôle P de la droite AB 
par rapport au cercle ; trouver Tenveloppe de la droite PB. 

6* Étant donnés un cercle et deux droites fixes, on prend sur ces droites 
deux points conjugués, c'est-à-dire tels que la polaire de Fun par rapport 
an cercle passe par l'autre; trouver Tenveloppe de la droite qui joint ces 
points conjugués. 

7* Trouver l'enveloppe des côtés des triangles Inscrits dans une circon- 
férence et dont les hauteurs concourent en un point donné. 

8* Trouver l'enveloppe des cordes d'une conique vues d'un point fixe 
aous un angle droit. 

9* L'un des côtés d'uni angle de grandeur constante passe, par un point 
fixe 0, son sommet décrit une droite ou une circonférence ; trouver l'enve- 
loppe du second côté de l'angle. 

10* Trouver l'enveloppe des cordes d'une cissoîde vues du point de rebrous- 
sèment sous un angle droit. 

11* Enveloppe des cercles passant par un point donné et qui interceptent 
des cordes de longueur donnée sur un cercle doûné. 

12* Enveloppe des cercles passant par un point donné et vus d'un point 
donné sous un angle donné. 

13* On donne une droite D et un point ; trouver l'enveloppe des cercles 
qui passent par le point et interceptent sur la droite D des cordes vues du 
point sous un angle donné. 

14* Démontrer analytiquement toutes les propositions établies géométri- 
quement au paragraphe (lé9). 



CHAPITRE III 



CONCAVITE. — COIWEXITE. 

153. Définition. — On dit qu'une courbe est concave en un de 

ses points M vers les ordonnées positives quand les deux arcs MA, MB 

• aussi petits que Von voudra, pris d^ part et d'autre du point M, sont 

par rapport à la tangente en ce point dans la région des ordonnées 

positives. 

Quand ces deux arcs sont dans la région des ordonnées négatives, 
' la courbe est convexe au point M vers les ordonnées positives. 

Théorème. — Une courbe est concave en un de ses poi$Us^ vers 
les ordonnées positives qt^and, pour ce points la dérivée seconde de 
V ordonnée est positive. 

Appelons x^ et y^ les coordonnées du point M, i'équation de la 

tangente au point M sera de la forme 

Soit y Tordonnée d'un point de la 
courbe qui correspond à l'abscisse x\ 
prenons de part et d'autre du point M 
deux arcs MA, MB assez petits pour 
que la fonction 

varie toujours dans le même sens: !• quand on parcourt Tare BM, 
2* quand on parcourt l'arc MA. 

La courbe étant concave au point M vers les ordonnées posi- 
tives, la fonction % sera positive pour tous les points de Tare BM, 
elle sera nulle au point M et de nouveau positive pour tous les 
points de Tare MA. 11 résulte de là que la fonction z est minimum 
pour x=^x^, et (jue, pour cette valeur de Tabscisse, sa dérivée 
première est nulle, sa dérivée seconiJo n*étanl pas négative. Or, 
on a 

^ = ]/ —y\ et 2"=/; 




Fig. 119. 
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pour X =aB X| , on a bien 2* = 0, puisque y* devient y[ ; on doit donc 
avoir 

en écartant Thypothèse y\=^0. 
On démontrerait de la même manière le théorème suivant: 

Théorème. — Une courbe est convexe en un de ses points M vers 
les oi^données positives quand, pour ce point, la dérivée seconde de 
Vordonnée est négative. 

Remarque. — Si pour le point M la dérivée seconde de l'or- 
donnée est nulle, la courbe est concave vers les ordonnées posi- 
tives quand la première des dérivées de y qui n'est pas nulle 
pour x=X| est d'ordre pair et positive. 

Si cette même dérivée était négative, la courbe serait convexe 
vers les ordonnées positives. 

Points d'inflexion. 

154. Définition. — On dit qu'il y n inflexion en un point M 
d^une courbe quand les deux arcs MA, ^B, aussi petits que Von 
voudra, pris de part et d* autre du point M, sont par rapport à la 
tangente en ce point dans des régions différentes. 

Théorème. — En un point d'inflexion, la dérivée seconde de 
Vordonnée est nulle. ^,^. .:.^ ,„..,. 
Considérons encore la fonction 

2=y — Y=y — xy;— fr, 

et prenons de part et d'autre du point M deux arcs MA, MB, 
assez petits pour que cette fonction 
varie toujours dans le même sens : 
1* quand on parcourt Tare BM ; 2* quand 
on parcourt l'arc MA. On voit facile- 
ment que la fonction z est constamment 
croissante ou constamment décrois- 
sante quand on parcourt l'arc BMA ; 
mais sa dérivée première est nulle au 
point M ; donc, en ce point sa dérivée 
seconde devra être nulle, et Ton aura ^^' *^' 

ï* = 0. Plus généralement la première des dérivées de l'or- 
donnée qui ne s'annule pas pour x =3X4 sera d'ordre impair. 




-a* 



^. 
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Remarque. — La démonstration précédente suppose qu'au 
point d'inflexion M la tangente n'est pas parallèle à l'axe des y ; 
quand il en est ainsi^ on démontre de la même manière qu'en 
un point d'inflexion Ja dérivée seconde de l'abscisse, considérée 
comme fonction de l'ordonnée, doit être nulle, et plus générale- 
ment que la première des dérivées de l'abscisse qui n'est pas 
nulle doit être d'ordre impair. 

Soit maintenant f{Xyy)=0 Téquation de la c^rbe, on a 

En un point d'inflexion j^, est nulle ; donc les coordonnées d'un 
point d*inflexion seront déterminées par les deux équations 



(1) fix,y) 

(2) r^{r»)'-2/ï,r*r»+/î^(A)'=o. 

En exprimant que la dérivée seconde de l'abscisse est nulle 
on retrouve l'équation (2) ; donc, en résolvant les équations (1) 
et (2), on obtiendra tous les points d'inflexion, même ceux pour 
lesquels la tangente est parallèle à l'axe des y. 

Cas où la courbe est algébrique. — Théorème. — La tan- 
gente en un point ^inflexion M rencontre la courbe en un nombre 
impair de points confondus avec M. 

Pour démontrer ce théorème, nous supposerons que la courbe 
est algébrique. Soient 

son équation mise sous forme entière, et 

y=aX'{-b 

celle de la tangente au point d'inflexion M(:r| , ^i*). Les abscisses 
des points où cette tangente rencontre la courbe sont les racines 
de l'équation u = /"(a: , aa; + i) = 0. 

On a 



r 
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déplus, de l'équation de la courbe on tire 

fi+y'n=o et (r5+î/'/»)'*'+îrr»=o. 

Pour lé point d'inflexion M, on a 

donc, pour ce point, les fonctions tt, tfx> ti^ sont nulles, et Téqua- 
tion u = admet une racine triple :r = a;|. 

Si la première des dérivées de Tordonnée qui ne s'annule 
pas pour x=Xi était de l'ordre 2p + 1, on verrait de même 
que l'équation tt = admet la racine x=Xi avec le degré ^p-^-i 
de multiplicité. 

Recherche des points d'inflexion. — Du théorème précé- 
dent il résulte que, pour trouver les points d'inflexion d'une 
courbe algébrique, il suffira d'exprimer qu'une tangente la ren- 
contre en un nombre impair de points confondus avec le 
point de contact. 

Soient 

l'équation de la courbe rendue homogène, et x^, y^ les coor- 
données du point d'inflexion M. Pour avoir les coordonnées 
des points où une sécante passant par le point M rencontre la 
courbe, il faudra résoudre par rapport à [a l'équation 

f(^i.yi,2i)+f*(^/xi+»ryi+»rM) 

et porter ces valeurs dans les formules 



^i+f^^ Vi+v-y «i+f*« 

après avoir posé z =Zi = y = i. 

Le point M étant sur la courbe, le premier terme de l'équa- 
tion (8) est nul ; si l'on fait coïncider la sécante avec la tan- 
gente au point H, le coefficient de |jl sera également nul, et 
l'équation (3) admettra la racine double fi.=f 0. Pour qu'elle 
admette cette racine avec le degré trais de multiplicité, c'est-à-dire 
pour que la tangente rencontre la courbe en trois points confondus 
avec M, il faut que le coeflicient de i*.^ soit également nuL . 
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En résumé, on devra avoir 

(4) xr.,' + irn.'-\- a*/?.' + Sya/;... + i^xr/,,. + 2xy /•;.,. = 
pour toutes les valeurs de Xj y, z satisfaisant à Tëquation 

(5) «rx.+y/j.+»r».=o. 

On voit donc que le premier membre de Tëquation (4) devra 
être divisible par xfx^-\-yfy^-\-zf^^; par suite, ce premier 
membre ^era la somme des carrés de deux fonctions linéaires et 
homogènes des variables x, y, 2, et les coordonnées du point d'in- 
flexion devront satisfaire à Téquation 



H = 



fit* fiiVi Ui*i 



= 0, 



Réciproquementy quand la relation H == esf satisfaite, le pre- 
mier membre de V équation (4) est divU^ible par le premier membre 
de Véquation (5). 

En effet, si dans l'équation (4) on pose »=i, elle représente 
une courbe du second degré C; cette courbe passe par le 
point M, car on a Tideatité 

et la quantité f(x^,yifZ^) s'annule quand on pose z^ = ^. 

En second lieu, la courbe C touche au point M la droite re- 
présentée par l'équation (5), car l'équation de la tangente au 
point M de la courbe G est 

ou 

Maintenant, comme H est nul, la courbe G se compose de 
deux droites, dont l'une sera la tangente représentée par l'é- 
quation (5). 

Pour compléter cette démonstration, il faut encore faire voir 
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que les deux droites qui composent la courbe G quand H est 
nul ne se coupent pas au point M. Or, pour que le point M 
soit le centre de la courbe G, on devrait avoir 

«.A%.+2/./?.y. + 2/ï;. =0, 



c'est-à-dire 



r..=o r».=o r«.=o. 



Nous vêlerons plus loin que le point M serait alors un point 
mullifle^ ce que nous ne supposons pas. 

En résumé on obtiendra les points d'inflexion en cherchant les 
points de rencontre des courbes qui ont pour équations 

f{x,y) = et H=0. 

La seconde de ces courbes a reçu le nom de Hessienne ; si la 
courbe proposée est de l'ordre m^ la Hessienne est de l'ordre 
3 (m — 2) ; on peut donc énoncer le théorème suivant : 

Théorôme. — Vue courbe d' ordre m a 3m(m— 2)poMfe(ftn- 
flexioti. 

Remarque. — Pour que le théorème précédent soit exact, il 
faut qu'il n'existe aucune relation entre les coefficients des termes 
de l'équation de la courbe. 

Ainsi, par exemple,' si la tangente au point M rencontre la 
courbe en un nombre pair de points au moins égal à quatre^ le 
point M sera situé sur la Hessienne, et cependant il ne sera 
pas un point d'inflexion. 

Le nombre des points d'inflexion sera encore inférieur à 
8m(m— r2) quand la courbe aura des points multipleSf car on 
démontre que ces points sont situés sur la Hessienne. 

Applications. — 1'' Trouver les points d'inflexion de la courbe 
qui a pour équation 

^* — y* + û*a?« — 2a* == 0. 
L'équation de la Hessienne est 

y«(2ï* — 25a2x« — 4a*)=0; 

18 
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elle se décompose en deux autres: 

/y --- 2^* — 25a«x« — 4a* = 0. 

A la deuxième équation correspondent quatre points d*in- 
flexion ; mais à la solution y = ne correspond pas un point 
d'inflexion. 

En effet, la courbe ju'oposée rencontre Taxe des x en deux 
points réels qui ont pour abscisses +.a, et les tangentes en ces 
points qui sont parallèles a Taxe des y coupent chacune la 
courbe en quatre points confondus avec le point de contact. 

2^' Trouver les points i inflexion de la courbe qui a pour équation 

2a;3 — î^ + (» — a;)«=0. 
L'équation de' la Hessienne est 

Elle se décompose en deux autres : 

y — x = Q 2x — y = 0. 

A la solution y — x = Q correspond Torigine qui n'est pas un 
point d'inflexion, bien que la tangente à l'origine qui est la 
première bissectrice rencontre la courbe .en trois points con- 
fondus avec l'origine; cela tient à ce que l'origine est un point 
de rebroussement. 

A la solution 2a; — y = correspond l'origine et un autre 



point dont les coordonnées sont(x=^ 
point d'inflexion. 



{''=h=ï)' 



ce point est un 
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155. Considérons un point M d une courbe plane; menons 
, la tangente TT en ce point, puis traçons 
une circonférence de cercle ayant pour 
centre le point M et un rayon infini- 
ment petit. En général, cette circonfé- 
rence ne coupera la courbe qu'en deux 
points m, w!, et dans le triangle mMm' 
Tangle opposé à la corde mwl différera 
infiniment peu de deux angles droits. 

Quand ces deux circonstances ne se présentent pas simulta- 
nément, on dit que le point M est un foint singulier. 

Nous allons énumérer les diverses espèces de points singuliers 
que l'on peut rencontrer: nous ne nous occuperons d'abord que 
des courbes algébriques. 

Soient f{x, y) = réqualion d'une courbe algébrique d'ordre m, 
et y = aa;-|-ft l'équation d'une droite; les abscisses des points 
oii la droite rencontre la courbe seront les racines de l'équation 



Fig. 121. 



(1) 



f{x,aX'\-b) = 0. 



Si la courbe est la plus générale de son degré, c'est-à-dire si 
les coefficients de ses différents termes ne sont liés par aucune 
relation, ré(]uation (1) n'aura pas de racines multiples et la droite 
rencontrera la courbe en m points distincts. 

Si, au contraire, la courbe n'est pas la plus générale de son 
degré, il pourra arriver que l'équation (1) admette une racine 
x = Xi avec le degré p de multiplicité; à cette racine corres- 
pondra un point M(X4, j^|), et nous dirons que la droite rencontre 
la courbe en p points confondus avec le point M. Au point de vue 
de la géométrie, la droite rencontrera la courbe au point M et 
en m — p autres points distincts entre eux et du point M. 



r ' 
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Fig. 122. 




Fig. 123. 
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Points mnltiples. — On dit qu'un M situé sur une courbe 

(Tordre m est un point multiple d'ordre p, 
lorsqu'une sécante quelconque passant par 
ce point rencontre la courbe en p points 
confondus avec M. 

La circonférence de cercle décrite d'un 
point multiple comme centre, avec un 
rayon infiniment petit, coupe la courbe 
en plus de deux points. 

Points de rebroussement. — On appelle point de rebrousse- 

ment celui où s'arrêtent deux branches de 
courbe qui touchent en ce point la même 
droite. 

La circonférence de cercle décrite d'un 
point de rebroussement comme centre 
avec un rayon infiniment petit ne ren- 
contre la courbe qu'en deux points m, m' ; 
mais dans le triangle M mm', Tangle opposé à la corde mm' est 

infiniment petit. 

On distingue deux genres de points 
de rebroussement. 

Le rebroussement est dit du pr^mf^ 

genre lorsque les deux branches de 

courbe sont situées de part et d'autre 

de la tangente commune (fig. 123). 

^^^' ***• Le rebrou ss(îment est dit du second 

genre quand les deux branches de courbe sont situées d'un même 

côté de la tangente commune (fig. 124). 

Point isolé. — On nqmmeyoint isolé un point qui n'est voisin 
d^aucun autre point de la courbe. 

La circonférence de cercle décrite d'un point isolé comme centre 
avec un rayoninflniment petit nerencontre la courbeenaucunpoint. 

Un point isolé est un point multiple; il est en effet facile de 
démontrer quun point simple d'une courbe ne saurait être isolé. 

Prenons ce point pour origine et la tangente en ce point pour 
axe des x, Téquation de la courbe sera de la forme 

où ^p[Xyy) représente un polynôme homogène du degré p. 
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De l'origine comme centre décrivons un cercle ayant p pour 

rayon, les coordonnées d'un point m de sa circonférence auront 

pour expressions 

sin(ô — (o) sino) 

^ sinÔ ^ ^ sinô 

en représentant par 6 Tangle des axes et par w Tangle polaire du 
point m. 

Les valeurs de w qui correspondent aux points où la courbe est 
rencontrée par Ja circonférence du cercle seront données par 
une équation de la forme 

u = sinto)4-Mp = 0, 

M représentant un polynôme qui ne devient pas infini quand p 
tend vers zéro. 

Soit t une quantité aussi petite que Ton voudra; si Ton donne 
à (» les valeurs +. 6, la fonction u prendra les valeurs 

tt^ = sine -f- Ml p 
«3 = — sine + Map. 

On peut toijgours prendre p assez petit pour que les quantités 
iii, u^ aient le signe de leur premier terme, c'est-à-dire des signes 
contraires; il résulte de là que la fonction u s'annule quand c» 
varie de — e à + e ; donc la circonférence décrite de l'origine 
comme centre avec un rayon infiniment petit rencontre la 
courbe, et l'origine n'est pas un point isolé. 

De ce qui précède il résulte que tous les points singuliers que 
nous avons déflnis sont des points multiples. 

Théorème. — Pour qu'un point M{Xiy j/i) d'une courbe algé^ 
brique soit un point singulier, il faut et il suffit que ses coordonnées 
annulent les trois dérivées partielles du premier ordre fr, fy, f* du 
premier membre de Véquation de la courbe, rendue homogène, 
dérivées dans lesquelles on remplacera z par Vunité. 

Soient M (Xi.^i) un point de la courbe et {x,y) les coordonnées 
d*un point P pris sur une sécante passant parle point M ; on aura 
les coordonnées des points oii cette sécante rencontre la courbe 
en résolvant par rapjiort à [^ l'équation 



(2) 



+ |î(^A+î^/?.+;5/;.)(2)+...+,."Y(^,y,z) = 0, 
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et porlant les valeurs trouvées dans les formules 



après avoir posé 2=:2j=Y=i. 

Le point M é(ant sur la courbe, le premier terme de l'équa- 
tion (2) est nul ; pour que le point M soit un point multiple, il 
faut et il suffît que cette équation admette la racine {jL==Oau 
moins avec le degré deux de multiplicité, et cela quels que soient 
^fVi^} los coordonnées d'un point multiple satisi'eront donc aux 
trois équations 

fi=o r,=o r»=o, 

après qu*on aura posé 2= 1. 

Si les trois dérivées partielles du premier ordre de la fonction 
{{x,y,z) sont nulles, une dérivée du second ordre au moins ne 
Tétant pas, le point M sera un point double. En général, si 
toutes les dérivées partielles de la fonction f sont nulles jus- 
qu'aux dérivées d'ordre p exclusivement, le point M sera un point 
multiple d'ordre p. 

Tangentes en un point multiple. — Supposons que le point M 
soit un point multiple d'ordre p, les coefficients des p premiers 
termes de l'équation (2) seront nuls, quels que soient x, y, %. 

Égalons à zéro le coefficient de (a^, nous aurons l'équation 



(^/t'^+^+O'"-"' 



qui, quand on y aura posé s = 2|=1, représentera une courbe G. 
Assujottissons le point P à se trouver en un point quelconque 
de cette courbe, alors les droites MP rencontreront la courbe 
proposée en p -|-" * points confondus avec M ; ces droites seront 
donc les tangentes au point M aux p arcs do la courbe proposée 
qui passent par co point. II résulte de là que la courbe G repré- 
sente justement les tangentes au point M de la courbe proposée. 

Nous allons maintenant étudier chacun des arcs qui passent 
par un point multiple. 
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Étude d'une courbe algébrique dans le voisinage 

d'un de ses points. 

i56. On peut toujours supposer que le point à étudier coïn- 
cide avec Torigine; s'il en était autrement on commencerait par 
transporter l'origine au point considéré. 

En groupant ensemble les termes de même degré, Téquation 
de la courbe prend la forme 

?/v^.») + ?,+i(^,î/) + --- + ?«(^)y)=o, 

rindice p étant au moins égal à Tunité. 

Coupons la courbe par la droite qui a pour équation y = tXy 
les abscisses des points de rencontre seront les racines de 
l'équation 

le premier membre étant divisible para;'', toute droite passant par 
Torigine rencontre la courbe en des points dont p coïncident 
avec Torigine, qui est un point multiple d'ordre p. Les abscisses 
des m — p autres points de rencontre sont les racines de Té- 
quatioD 

(3) T,(*.O+x<p^+,(l,t) + .--+a:"~V*'^)=0- 

Soit t^ une racine de l'équation cpp(l,Q = 0; nous distingue- 
rons deux cas. 

Premier cas. — La racine ti est simple. — Soit f (ij) la 

première des fonctions 9(1, () qui ne S'annule pas pourf=^^; 
posons 

et divisons par ^(1,0 los deux membres de Téquation (3); elle 
prendra la forme 

■ 

u désignant des fonctions de t -qui ne deviennent pas iniiniés 
pour t = t^. 
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La dérivée de f{t) prise par rapport à ^ a pour expression 

Représentons par a une quan^té positive aussi petite que l'on 
voudra ; on pourra trouver, un nombre positif e assez petit pour 
que, X variant de — e à -f- <» los conditions suivantes soient 
remplies : 

l"" Dans cet intervalle, f (t) aura le signe de son premier terme 
pour les valem*s de t comprises entre t^ — ot et f^ -^f- a ; 

2® Dans le même intervalle, f{t) aura pour t = (|dt<x et pour 
t = t^ le signe du premier de ses termes qui ne s'annule pas. 

Pour fixer les idées, nous supposerons que Uq est positif quand 
oh y remplace ( par ti ; nous subdiviserons le premier cas que 
nous étudions en deux wtres : # 

1° q est impair. — Construisons les droites 

oA' \ I y=:(r| — a)j; 

oA > qui ont pour équations | ^ = tio; 

y>A' ) ly==(U + 0L)x 

et les droites D,D' qui ont pour équations a: = ±p, la quantité 

p étant comprise entre zéro et s. Les 
droites D et D' rencontrent les droites 
oA, oA', oA" aux points A, A' A", 
B, B', B*^; les signes que prend la 
fonction f{t) pour les valeurs de x et 
de t qui correspondent à ces points 
de rencontre sont indiqués sur la 
figuie 125. 

On voit que la courbo à au moins 
un point sur chacun des segments 
AA", BB', et elle n'en a qu'un seul, 
car, par hypothèse, la dérivée f (i) est 
Fig. 125. . positive en tous les points des seg- 
ments AA" et BB'. Pour la même raison, la courbe n'a aucun 
point sur les segments AA' et BB". 

Ces résultats sont vraifs, quelque petit que soit a; donc, par 
lk)rigine passe un arc de courbe tangent à la droite qui a pour 
équationjf = t^i» Bi convexe vers les ordonnées positiiFçs, 




• • • * 
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Remarque. — Sj Uq était négatif pour ï=;»fj, Tare êerait con- 
cave vers les ordonnées positives. 

2* q est pair. — Les signes que 
prend la fonction f{t) po«r les valeurs 
de £ et de t qui correspondent aux 
points A, A', A", B, B', B" sont indiquas 
sur la figura 126. 

On voit que la courbe a un seul point 
sur chacun des segments A A", BB", 
et qu'elle n'en a pas sur les segments 
A A', BB'. L'arc qui touche à Torigine 
la droite qui a pour équation y=t^x 
présente en ce point une inflexion. 

Deuxième cas. — La racine t^ est multiple. — L'élude de ce 
second cas est beaucoup plus difficile que celle du premier ; pour 
pouvoir la faire complèteinent, nous commencerons par donner 
quelques notions sur les racines infiniment petites d'une équation 
algébrique. 




Fig.* 130. 



167. Soit 



(4) 



r(«,»)=iO 



une équation algébrique dans laquelle y représeq^e l'inconnue, et 
X un paramètre arbitraire ; si n racines de cette équation tendent 
verafzcro quand x Itnd lui-même vers zéro, nous dirons que Té- 
quation admet n ruines infiniment petites^ 
Regardons x comme infiniment petit du premier ordre, et sup- 

posons que le quotient — te^de vers une limite qui n'est ni nulle 

ni infinie quand x tend vers zéro ; nous dirons que y est infini- 
ment petit de Tordre p.. 

Il pourra arriver que les n racines infiniment petites se parw 
tagent en plusieurs groupes ; les racines du premier giaoupe étani 
de Tordre |X| , celles du second groupe de Tordre {Ag, . . t 

Nous nous proposons de chordher le nombre des racines réelles 
de chaque groupe et de séparer ces rapines* Pour résoudre 
cette question, nous suivrons la méthode qui a été employée i^r 
M. Puiseux dans ses RBcirERCHEg sur l£s fonctions ^gédriques 
t Journal de mathématiques pures et appliquéest t. XV). Elle consiste 
à développer chaque racine suivant les puissances oroissantes de x. 
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Désignons par ^ Tordre des racines infiniment petites d'un 
groupe quelconque et posons 

Tordre de j^i surpassant fx; la quantité zs^ est appelée la vdeur 
principale de y. 

Pour développer y, nous cliercherons : 1® Uexposant \». dece 
terme principal; 2* son coefficient z. 

Nous établirons d'abord les deux propositions suivantes : 

1* Le nombre des termes de Vordre le moins élevé dans V équa- 
tion (4) est au moins égal à deux. 

Un terme quelconque de Téquation (4) est de la forme Ax^y* ; il 

devient Az*x^'^^'' quand on y remplace y par sa valeur principale. 
L'ordre de ce terme est P + [xa. 

Maintenant Téquation (4) doit être satisfaite, quel que soit x, 
quand on remplace y par zx^-{'y^. En particulier, les termes 
d'ordre minimum doivent s'y détruira; donc leur nombre est au 
moins égal à deux. 

2® L'ordre (* des racines inÂniînent petites est commensurable. 

Soient 

le groupe des termes de Tordre le moins élevé dans Téquation (4), 
ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de y^ groupe 
contenant au moins deux termes ; nous aurons 

(5) Pi + P-aj = p + iAa = p2 -f rxaa ; 

d'où 

oif. ~— 01) a — otj 

donc fx est commensurable. 

Détermination de Tezposant (a. — Newton a donné une 
construction géométrique élégante pour déterminer les valeurs 
de Texposant jx (*). Traçons dans le plan deux axes oa, op et 
représentons chaque terme tel (|ue Ax^y* de Téquation (4) par 
un point M ayant a pour abscisse et p pour ordonnée; ces points 
jouiront des propriétés suivantes: 

1** Il y aura au moins un point sur chacun des axes o», op. 

En effet, Téquation (4) doit eontenir au moins un terme indé- 

■ 

(*) Newton, MéthoéM functionum et serierum infinitarum. Londinu, 173S. 
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pendant de x et au moins un terme indépendant de y, sans 
quoi son premier membre serait divi- 
sible par une puissance de y ou par une 
puissance de x, 

2*» Le^ points qui correspondent aiur 
termes d'ordre minimwn sont sur une 
même droite D. 

Eu elTety les relations (5) montrent 
que ces points sont sur la droite D 
ayant pour équation 

(D) 2/ — Pi + l^(^ — «l) =0. Fig. «7. 

3"* Les points qui correspondent aux termes dont l'ordre n*est pas 
minimum sont dans la région positive de la droite D. 

En effet, pour un de ces termes A'jî^j*' on a la relation 
p' -f- jxa' > pi + ^«1 > gI^g exprime que le premier membre de l'é- 
quation (D) est positif pour x = a,y = p'. 

Cela posé, pour déterminer les ordres [A|,fjU|,... des racines 
inflniment petites des différents groupes, on procédera comme 
il suit : 

On imaginera une droite coïncidant d*abord avec Taxe oa, et on 
la fera tourner autour du point mie plus voisin de Torigine parmi 
ceux qui sont situés sur Taxe oa, dans un sens tel que l'ordonnée 
à l'origine de la droite mobile aille toujours en croissant (fig. 127). 
On arrêtera ce mouvement do rotation dès que la droite mobile 
passera par quelqu'un des points M; dans cette position, elle 
pourra contenir plusieu*s points m^, m^,...,!» . On fera ensuite 

tourner la droite mobile, toujours dans le même sens, autour du 
point m le plus éloigné de m, jusqu'à ce qu'elle atteigne de 

nouveaux points. On continuera de la même manière, jusqu'à ce 
que la droite mobile passe par le point m' le plus voisin de l'ori- 
gine parmi ceux qui sont situés sur l'axe op. 
On formera ainsi une ligne brivsée convexe mm . .., m' telle 

que, par rapport à chacun de ses côtés, tous les points non situés 
sur ce côté seront dans la région des p positifs. Les coefficients 
angulaires, changés de signe, de ces côtés doniuront les valeurs des 
exposants {i.|,(i^,... Gela résulte de la troisième des propriétés 
établie plus haut. 
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Détermination des coefficients z. — Soient - une fraction 

î 
irréductible égale à Tun des exposants [t. et 

Tenscmble des termes de Tordre le moins élevé, dans Téquation 
(4), ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de y ; 
nous aurons 

Pour éviter les exposants fractionnaires, posons 

et portons ces valeurs dans Téquation (4) ; cette équation divisée 
par x**'*"^^** prendra la forme 

(7) A42*« + 2A2* + A,2- + Mx'=0. 

Quand x tend vers zéro, x' tend également vers zéro, et l'é- 
quation (7) devient 

(8) A4«*'-'' + 2A2—- + Aj=0, 

après qu'on Ta divisée par 2**, ce qui est permis, puisqu'on ne 
s'occupe que des valeurs de z qui ne tendent pas vers zéro. 

L'équation (8) déterminera les coefficients z des valeurs prin- 
cipales des racines d'ordre - ; on peut abaisser son degré. En 
effet, les relations (6) donnent 

q «1 — O) a — Oj ' 

la fraction - étant irréductible, on aura a| — a^^niÇ, a— aj=«q, 

les nombres n et iii étant entiers. Si l'on pose i^ = tt, rét|ualion (8) 
deviendra 

(9) Aiu"'+2Au''-^A8 = 0; 
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on sera donc ramené à résoudre Téquation (9) et une équation 
binôme «^ = u. 

158. Supposons d'abord que l'équation (9) n'ait pas de racmes 
égales. A chaque racine simple u de cette équation correspondront, 
pour l'équation (4), q racines infiniment petites ; leurs valeurs 
principales seront distinctes et égales aux valeurs du produit 

yû \/x^=- yux^. Les racines infiniment petites de l'ordre - 
seront alors séparées. 

Discussion. — On ne doit considérer que les valeurs princi- 
pales qui sont réelles; pour les mettre en évidence nous distin- 
guerons deux cas. 

I. q est impair. — On prendra alors pour u toutes les racines 
réelles positives ou négatives de l'équation (9). Chacune d'elles 
donnera pour y une seule valeur principale réelle. 

IL q est pair, — Nous subdiviserons ce cas en deux autres. 

!• On donne àxdes valeurs positives. — On prendra encofte les 
racines positives de l'équation (9). Chacune d'elles donnera pour 
y deux valeurs principales réelles égales et de signes contraires. 

2* On donne à x des valeurs négatives. — La fraction - étant 

irréductible et g étant pair, p est impair; par suite, sf est négatif. 
On devrait donc prendre pour u les racines négatives de l'équa- 
tion (9) et les valeurs correspondantes de ^ = puiseraient tma- 
ginaires. 
Pour éviter cet inconvénient, au lieu de poser 

u = xf^ y:=zx!^-{'y^ 
on posera 

x=—x!^ y = Z'X'^ + yi. 

m 

Les valeurs principales de y auront alors pour expression 
V — u^y i& quantité u étant racine de l'équation 

(9') (—l)P*-P<A4tt"*+2(— l)''«""^Au" + Aa = 0. 

On prendra toutes les racines réelles positives de l'équation (9'). 



286 LI?RB IV. — CHAPITRE IV 

Chacune d'elles donnera pour y deux valeurs principales réelles 
égales et de signes contraires, et les valeurs correspondantes 
de z seront réelles comme dans les cas précédents. 

Remarque. — L'équalion (9') est la transformée en — u de 
réqnalion (9); car p étant impair, les relations p^ — p^ = n^p, 
Pj — p = wp montrent que les nombres Pa — p|,Pt — P et les 
nombres n|, n sont respectivement de même parité. 

Supposons maintenant que l'équation (9) ail des racines mul- ' 
tiples. A une racine multiple u^ d'ordre r correspondra, pour 
l'équation (8), un groupe de q racines chacune d'ordre r, A cha- 
cune de ces dernières racines Zi correspondront, pour l'équa- 
tîon(4), f racines inAniment petites ayant la même valeur prin- 
cipale Zi IJxP, 

Pour séparer ces racines on posera 2 = ;^, 4'S^ ^^ ^^^"^ portera 
cette valeur de z dans l'équation (7) qui prendra la forme 

Od traitera cette équation comme on a traité l'équation (4). Si 
l'équation auxiliaire F(Z) = 0, analogue à l'équation (8) que l'on 
obtient, n*a que des racines simplesréelles, la séparation des racines 
infmiment petites de l'équation (i) sera eiTectuée. Dans le cas 
contraire, on appliquera la môme méthode en continuant jusqu'à 
ce que l'on arrive à une équation auxiliaire dont toutes les racines 
réelles seront simples. 

Remarque. — Il est impossible que la suite de ces transfocma- 
tions se prolonge indéfiniment; car s'il en était ainsi, l'équation (4)' 
admettrait des racines égales, quel que soit x\ cette hypo- 
thèse peut être écartée ; en effet, on peut toujours oommencer 
par diviser le premier membre de l'équation (4) par le plus grand 
commun diviseur des polynômes f(x,y) et fy{x,y). 

159. Revenons maintenant à l'étude d'une cûurbe algébrique 
dans le voisinage d'un de ses points, et considérons le cas où 
l'équation ffp(i,t) = sl une racine réelle multiple ^ = ^4. 

On posera t=t|-{-0, et en substituant cette valeur dans 
l'équation 
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on obtiendra une équation de la forme 

dont on séparera les racines infiniment petites par la méthode 
que nous avons exposée. 
On arrivera ainsi à mettre Tordonnée y sous la forme 



(10) 



y =t= f ^ J5 -f Oî Y M| x''* -j- ••• +^ V **rX^''+^ V Ux^ 



{|,U|y...,ttr étant des constantes et U une fonction de x qui, 
pourx = sera racine d'une équation dont toutes les racines 
réelles seront simples. 

Soient U| une racine réelle de cette équation donnant à Tex- 

pression l/Vx^ une valeur réelle, et G, C, G' les courbes repré- 
sentées par réquation (10) quand on y remplace successivement 
U par U|, Uf — a, U| -|- a ; on pourra répéter tout ce qui a été 
dit au paragraphe (156), pouvu que l'on remplace les droites 
oA, oA', oA' par les courbes G, G', G'. 

160. Pour élucider cette théorie, nous allons Tapphquer à 
quelques exemples. 

Exemple I. — Soit la courbe qui a pour équation 



y—x + {y+x){y — 2x) + y^ = 0; 
en posant y = tXf on obtient Téquation 
t — l + (t-f l)(t — 2)a:+Px« = 0, 



et Ton voit immédiatement qu'à l'origine ^'*8- m. 

la courbe touche la première bissectrice et qu'elle est concave 

vers les ordonnées positives. y 

Exemple II» — Soit la courbe qui a pour 
équation 

y—x + (y-'X)(y'-2x)-\-y^ = 0; 

on verra facilement que l'origine est un point 

d'inflexion. Fig. m. 
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Exemple III. — Soit la courbe qui a pour équation 

en posant y = tXy on obtient l'équation 

(î — 1)» + 3(^ — 1) (/2-fl)x + (2f — l)j:«=0. 

Pour j; = 0, cette dernière équation a une racine double i = 1 ; 
nous sommes donc conduits à poser { = 1-^0, ce qui donne 
l'équation 

et + 3e(2 + 20 + ô«)x + (l + 20)a:a = O, 

dont il faut séparer les racines infiniment petites. 
En appliquant la méthode de M. Puiseux, on trouve que Tordre 

de ces racmes a pour expression- =1 ; on 

doit donc poser == zXf ce qui donne l'équation 

.^ 2« + 32(2 + 22a; + 2«x«) + l+22x = 0, 
qui, pour x = 0, se réduit à 

Fig.i30. ^2 + 62 + 1 = 0'. 

Les valeurs infiniment petites de z sont donc aussi voisines que 

Ton voudra des quantités — 3 +. \S ; donc, dans le voisinage de 
Torigine, l'ordonnée de la courbe différera aussi peu que Ton 
voudra de l'ordonnée de la courbe, qui a pour équation 

y = « — x«(8±2v/2); 

par suite, de l'origine partent deux arcs de courbe tangents à la 
première bissectrice et convexes vers les ordonnées positives. 

Exemple IV. — Soit la courbe qui a pour équation 
(y - 2ar)« + (î/ ~ 2a:)« (y* + X*) +y7 = 0; 
en posant y = tx^ on obtient l'équation 

{t-2)^ + {t — 2)^ {t*+i)x+ 1^x^ = 0, 
qui, pour a; =-0, admet la racine quintuple t = 2; nous sommes 




6 



ù 



iTUDE D^UNS COURBE AUTOUR d'UN DE SES POINTS 289 

donc conduits à poser ( = 2 + 6, ce qui donne l'équation 
e»4-6«[(2 + 6)* + l]x+ (2 + 0)7 x* = 0, 

dont il faut séparer les racines infiniment petites. 

En appliquant la méihode de M. Puiseux, on trouve que ces 
racines forment deux groupes qui v 

coiTespondent aux valeurs j et ^ 

p 

du rapport - • 



Étudions d'aboi'd les racines 

P 1 
dont l'ordre est- = T:: nous de- 

q 2 

vrons poser aj = aî'^ et ô = ;îx', ce qui donne l'équation 

après qu'on a divisé les deux membres par xf*. Quand x tend 
vers zéro, tes valeurs de % tendent vers les racines de l'équation 

17«« + 2'' = 0, 

qui devient 17tt + 2'' = en posant »' = u. Dans le voisinage , 

de l'origine, l'ordonnée y d'une partie de la 

courbe différera aussi peu que l'on voudra 

de l'ordonnée de la courbe qui a pour 

équation 




y^2x±x^~X] 




par suite, de l'origine partent deux arcs 

de courbe oÂ, oB tangents à la droite 

y — 2x'=0, situés de part et d'autre de 

cette droite dans la région des abscisses négatives. L'origine est 

un point de rebroussement du premier genre. 

t) 1 
Étudions maintenant les racines dont l'ordre est-=zr; en 

q 3' 

posant X = af^j 6 = jçx', puis «^ = u, on verra que, dans le voisi- 
nage de l'origine, l'ordonnée y d'une seconde partie de la courbe 
différera aussi peu que Ton voudra de l'ordonnée de la courbe 
qui a pour équation 

y=z2x^x\/ilx; 

19 
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de l'origine partent donc deux nouveaux arcs de courbe oA', oB' 
tangents à la droite y — 2a: = et concaves vers les ordonnées 
négatives. 

Il est facile de voir que l'arc o A est situé entre la tangente oT 
et l'arc o A. 

Exemple V. — Soit la courbe qui a pour équation 

^ ' (y — x)«-2(y — x)x« + j:* — X» — y« = 0; 

en posant {/ = (^, on obtient l'équation 

(t — l)«-2a— l)x4-a:« — j;3 — f«a:* = 0, 

qui, pour x = 0, admet la racine double t = i ; 
Fig. 1*3. nous sommes donc conduits à poser i = 1 -j- 0, 

ce qui donne l'équation 

• 6« — 2ôj; + x« — a;3 — (l+ô)«x* = 0, 

dont il faut séparer les racines infiniment petites. 
En appliquant la méthode de M. Puiseux, on trouve que l'ordre 

de ces racines a pour expression - == 1 ; on doit donc poser 

ce qui donne l'équation 

(11) 2« — 2« + l— x — (l+2x)6a;« = 0, 

après qu'on a divisé les deux membres par x*. Quand x tend 
vers zéro, les valeurs de z tendent vers les racines de l'équation 

«« — 22 + 1=0, 

laquelle admet la racine double ^=1. Les racines infiniment 
petites n'étant pas séparées, nous poserons z — 1 == 6', et l'équa- 
tion (11) deviendra 

ô'« — a; — (1 + j; + ô'^)Cx« = 0. 

On trouvera que les racines infiniment petites de cette équation 

P 1 

sont de l'ordre- =-, et, en posant x = x'*, Q' =z'xf^ on verra 

que les valeurs de i sont infiniment voisines de +, l. 



POINT d'arrêt. — POINT ANGULEUX 291 

En résumé, dans le voisinage de Tongine, Tordonnée y de la 
courbe différera aussi peu que Ton voudra de Tordonnée de la 
courbe, qui a pour équation 

L'origine est un point de rebroussement du second genre. 



POINT D'ARaÉT. POINT ANGULEUX. 

161. Outre les points singuliers que nous venons d'étudier, on 
peut encore en rencontrer deux autres, mais seulement dans les 
courbes transcendantes. 

Point d'arrêt. — On appelle point d'arrêt un point oU s'arrête 
une branche unique de courbe. 

Dans ce cas, la circonférence d*un cercle de rayon infiniment 
petit, décrit du point considéré comme centre, 
ne rencontre la courbe qu'en un seul point. 

Soit, par exemple, la courbe qui a pour 
équation 

y = e^. 

Donnons d'abord à x des valeurs positives, F'8- *3^. 

et soit 8 une quantité positive aussi petite que Ton voudra; 
quand x varie de + e à + ^^ , Tordonnée y décroît de + oo à 
Tunité, et l'on obtient la branche de courbe BA asymptote à Taxe 
des y et à la droite D qui a pour équation y = i. 

Donnons maintenant à x des valeurs négativeî?. et, pour plus 
de facilité, changeons x en — a;, ce qui 
donne l'équation 

1 




Quand x varie de +fi^ à +00 , For- 
donnée y croît de zéro à Vunité; on 
a d'ailleurs 




Kig. 139 



t 

X 



1 

X(^ 



* + l+2i+- 
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donc, quand x tend vers zéro, le rapport- tend vers zéro, et Ton 

obtient une seconde branche oG, touchant Taxe des x à l'origine 
et asymptote à la droite D du côté des abscisses négatives ; l'ori- 
gine est un point d'arrêt. 

Remarque. — La fonction ^ est discontinue pour â: = 0, car 
elle passe brusquement de-{-<^ ^ ^o, quand x varie de 4~* 
à — «. 

Point angaleox. — On appelle point anguleux un point A où 

s'arrêtent deux branches de courbe n'ayant 
pas en ce point la même tangente. 

Dans ce cas, la circonférence d'un cercle 
de rayon infiniment petit, décrit du point A 
comme centre, rencontre la courbe en des 
points m, m', qui sont vus du point A sous 
un angle qui n*est ni infiniment petit ni 
Fis- 1S6. infiniment voisin de 180**. 

Soit, par exemple, la courbe qui a pour équation 

X 

y= — î- 

1 + e* 

Donnons d*abord à x des valeurs positives, et soit e une quan* 

tité positive aussi petite que Ton 
voudra; quand x varie de +e à -f-oo , 
l'ordonnée y croit de à -j- oo ; de 
plus, quand x tend vers zéro, le 

y 




B^ 




rapport - tend vers zéro ; on obtient 

X 

donc une branche de courbe oA, 

touchant l'axe des x à l'origine et 

s'étendant à l'infini dans l'angle des 

^'g- *37- coordonnées positives. 

Donnons maintenant à x des valeurs négatives, et, pour plus 

de facilité, changeons a: en — x, ce qui donne l'équation 



y= 



'TA 
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Quand x varie de -|-€ à -f- ^ i l'ordonnée y toujours négative 

y 

décroit de à — oo ; de plus, quand x tend vers zéro, le rapport 



— X 

tend vers Vunité; on obtient dono une seconde branche de 
courbe oB, touchant à l'origine la première bissectrice oG et 
s'étendant à riuflni dans l'angle des coordonnées négatives; 
Torigine est un point anguleux. 

Remarque. — Il est facile de voir que la branche oB est située 
dansTangle a;'oG; on démontrera plus loin que la courbe est 
asymptote à la droite D qui a pour équation 

— î-1 

162. De rétude d'une courbe algébrique dans le voisinage d'un 
de ses points, il résulte qu'une courbe algébrique n'a ni point 
d'arr^^ ni point an^u/eux; il est d'ailleurs facile de donner de 
cette double proposition une démonstration directe. 

Théorème. — Une courbe algébrique n'a pas dé point d'arrêt. 

Considérons sur une courbe algébrique un point quelcon(|ue 0. 
que nous prendrons pour origine des coordonnées rectangulaires; 
en groupant ensemble les termes de même parité par rapport à y, 
réquation de la courbe prendra la forme 

L'équation d'un cercle ayant pour centre l'origine est 

a:» + y* = R»; 

entre les deux équations précédentes, éliminons y ; nous aurons, 
pour déterminer les abscisses des points où la courbe est coupée 
par la circonférence du cercle, l'équation 

(x« - R2) [^ {X, R« - .x«)]9 + [ç (x, R« - a;«)]« = 0. 

Cette équation est de degré pair par rapport à x, quelque petit 
que soit R ; par suite, le nombre de ses racines réelles est pair, 
et la circonférence d'un cercle de rayon infiniment petit décrit du 
point comme centre ne saurait rencontrer la courbe en un seul 
point. 
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Théorème. — Une cout^ algébrique n'a pas de point anguleux. 

Ce second Uiéorème eBt une conséquence du précédent. 

Supposons en effet qu'une 
courbe algébrique G ayant 
pour équation 




(i2) nx,y) = 

admette un point anguleux 
0, que nous prendrons pour 
origine des coordonnées; 

soient oA , oB les deux branches de courbe qui s'arrêtent à 

Torigine et touchent en ce point deux droiles différentes oa, ob. 

Le coefficient angulaire I de la tangente en un point quelconque 

de la courbe G sera donné par l'équation 

(13) f, + I/; = 0; 

en éliminant y entre les équations (12) et (13), on obtiendra une 
équation algébrique 

<p(x,ï) = 0, 

qui, si l'on regarde I comme l'ordonnée et x comme l'abscisse 
d'un point du plan, représentera une courbe G'. Quand le point tt 
de la courbe G parcourt l'arc Ao, le coefficient angulaire I dp la 
tangente au point M varie d'une manière continue, et l'on obtient 
pour la courbe G' un arc ya rencontrant Taxe des ordonnées ol, 
en un point a, ayant pour ordonnée le coefAcient angulaire m de 
la tangente oa. Quand le point M parcourt l'arc oB de la courbe G, 
le coefflcient angulaire I de la tangente passe brusquement de la 
valeur m à une autre valeur m', puis il varie d'une manière con- 
tinue ; on obtient ainsi pour la courbe G' un arc p$ coupant 
l'axe ol en un point p ayant m' pour ordonnée. 

On voit que, si la courbe algébrique G avait un point anguleux, 
la courbe G', qui est égalemeat algébrique, aurait deux points 
d'arrêt, ce qui est impossible. 
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163. Points à l'infini. — Lorsqu'on coupe uno courbe al£:6- 
brique d'ordre m par une droite quelconquej l'équation aux 
abscisses des peints d'intersection est du degré m ; il peut arriver 
que, pour certaines positions de la sécante» cette éciuaiion s'abaisse 
au degré m — p; dans ce cas, la droite ne renconire plus en 
réalité la courbe qu'en m — p points, mais on convient de dire 
qu'elle la rencontre en m points dont p se sont éloignés àrinPinî. 

Il est facile de faire comprendre comment on a été conduit à 
cette convention. 

Soit y = aX'\-b l'équation de la droite pariiculièro D qui ne 
rencontre en réalité la courbe qu'en m — p points; considérons 
une droite mobile D' ayant même ordonnée à Torigine que la 
droite D, son équation sera 

y =.aa:4"''• 
Représentons par 

(1) AoX«' + A^X'^^'^+...+Am = 



l'équation aux abscisses des points d*intersection de la droite D' 
avec la courbe ; les coefficients A« sont des fonctions entières de 
la varible «; donc^ si l'on fait varier a d'une manière continue, les 
inverses des racines de l'équation (1) varieront d'une manière 
continue. Pour a = a l'équation aux inverses des racmes a p 
racines nulles, puisque les coefficients Ao,A|,. . .,Ap-i s'annulent 
par hypothèse ; donc, pour une valeur de a infiniment voisine de a, 
cette équation aura p racines infiniment voisines de zéro ; il en 
résulte que, dans les mômes conditions, l'équation (1) aura p 
racines dont le module sera infiniment grand. 

Telles sont les considérations par lesquelles on a été conduit 
à regarder la droite D comme coupant la courbe en m points 
dont p sont rejetés à l'infini. 
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Définition. — On appelle asymptote inné branche de couibe 
infinie une droite telle que la distance d'un point de la courbe à 
cette droite tend vers zéro quand le point s'éloigne à. tinfini sur la 
courbe. 

Dans la recherche des asymptotes, nous distinguerons deux cas. 



Asymptotes parallèles à Taxe des y. 

164. Soit x = a l'équation d'une droite A parallèle à Taxe des y 

et asymptote à une branche de 
courbe G ; la distance MD d'un 
point M(Xfy) de la courbe G à la 
droite A, a pour expression 

(2) MD = ±(x — a)sin6, 

en appelant l'angle des axes de 
coordonnées (49). 
Par définition, MD tend vers zéro 
quand le point M s'éloigne à l'infini, a'est-à-dire quand y devient 
infini ; l'égalité (2) montre qu*en même temps l'abscisse x tend 
vers a. 

Réciproquement, quand x tend vers a, la distance MD tend vers 
zéro et l'ordonnée y devient infinie : de là résulte la règle suivante : 

Règle. — Pour avoir les asymptotes parallèles à l'axe des y, on 
cherche les valeurs finies de x, qui rendent y infini. 

Lorsque l'équation de la courbe est résolue par rapport à j/, 
c'est-à-dire de la forme 

on aura les asymptotes parallèles à Taxe des y en résolvant l'é- 
quation ç(x) = 0. 
Par exemple, la courbe représentée par l'équation 

sinx 
y = igx = 

admet une infinité d'asymptotes parallèles à Taxe des y\ on 



» , 
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obtiendra leurs équations en remplaçant k par un nombre entier 
quelconque dans Féquation 

^ = fc^ + ^- 

Quand l'équation de la courbe est algébrique et mise sous 
forme entière, un procède de la manière suivante: 

Ordonnons Téquation de la courbe par rapport aux puissances 
décroissantes de y, elle prendra la forme 

?0f Ti» Ti) • • • désignant des fonctions entières de x dont les degrés 
sont au plus égaux àm— p, m — p + l| m — p + 2,... si la 
courbe est d'ordre m. 
L'équation aux inverses des racines de l'équation (3) est 

(8') ?oW + J?iW + ^?i(^) + .-.=0; 

le problème revient à chercher les valeurs finies de x pour 
lesquelles l'équation (3') a au moins une racine nulle; ces valeurs 
seront donc les racines de l'équation fQ(x) = 0. 

Règle. — Quand réquation d'une courbe algébrique est mise 
sous forme entière, on obtient les asymptotes parallèles à Vaxe des y, 
en égalant à zéro le coefficient de la plus haute puissance de Vor^ 
donnée. 

Discussion. — Soit a une racine réelle de l'équation (po(^) = ; 
quand x tend vers a, une au moins des racines de Téquation (3') 
tend vers zéro, et par suite une au moins des racines de l'équa- 
tion (3) devient infinie. Si la racine qui devient infinie est réelle, 
ce qui aura toujours lieu quand elle est simple, la droite x = a 
sera réellement asymptote à une branche de courbe ; dans le cas 
contraire, cette droite ne sera asymptote à aucune branche réelle. 

Pour déterminer le nombre des branches réelles asymptotes à 
la droite considérée, nous poserons 

y 

la nouvelle variable j^ tendant vers zéro quand xf tend vers zéro; 
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réquatioQ (3') prendra alors la forme suivante : 

et nous serons ramenés à étudier les racines iuRnimcnt petites 
d'une équation (158). 

Avant de donner un exemple, nous remarquerons qu'en repre- 
nant les raisonnements qui ont conduit à la détermination des 
asymptotes parallèles à Taxe des y, on établira la règle suivante: 

Règle. — Quand V équation d*une courbe algébrique est mise sous 
forme entière, on obtient les asymptotes parallèles à Vaxe des x en 
égalant à zéro le coefficient de la plu^ haute puissance de Vàbscisse. 

165. Exemple. — Soit la courbe qui a pour équation 

(4) ■ (x^i)^y* + (x — l)y^ — x^ = 0. 

Elle admet d*abord comme asymptote la droite A parallèle à 
Taxe des y et qui a pour équation a; = 1 ; de plus, quand x tend 
vers Tunité, quatre valeurs de y deviennent infmies ; on ne voit 
donc pas immédiatement si, parmi ces valeurs, il y en a qui sont 
réelles. 

Pour lever le doute, posons 

- . , i 

a; = l + x et y = j7; 

réquation (4) devient 

et Ton est ramené à séparer les racines inQniment petites de 
cette nouvelle équation. 

En appliquant la méthode de M. Puiseux, on trouve que ces 
racines forment deux groupes, Tordre des racines de ces groupes 

étant respectivement 1 et- 

Pour séparer les racines du premier groupe, nous devons poser 
y* = MX', ce qui donne l'équation 

1+u — {l+a;')«u»x'*=0. 

qui, poura;'F=0, se réduit à u-{-i=0] les valeurs infiniment 
grandes de Tordonnée y différeront donc aussi peu que Ton 
voudra des ordonnées de la courbe, qui a pour équation 

1 



r 
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il on résulte que la courbe proposée a déjà deux Kraoches 
réelles C,G asymptotes à la droite A de part et d'autre de cette 
droite. 
Pour séparer les racines du second groupe, nous devons poser 

ixf=x^ et y' = ux^f. 
ce qui donne l'équation 

qui, pourX| = 0, se réduit à a* — tt = 0; on doit prendre seu- 
lement les racines diffé- y 
rentes de zéro, c'est- 
à-dire les racines de 
Toquation u^ — 1 = 0. 

Cette équation a deux 
racines imaginaires aux- 
quelles correspondent b 

des branches imaginaires s 

de la courbe proposée: 

elle a, en outre , une 

racine réelie w = 1 ; donc 

la courbe proposée a 

encore des branches 

réelles asymptotes à la 

droite A, et les valeurs 

infiniment grandes de *■'•»• ^*^- 

leurs ordonnées différeront aussi peu que Ton voudra des ordon^ 

nées de la courbe, qui a pour équation 

va; — 1 

Ces deux nouvelles branches réelles sont indiquées sur la 
figure par les lettres D et D'. 

L'équation (4) ordonnée par rapport aux puissances décrois- 
santes de X prend la forme 




(*') 



(y* - l)x* -\-y»{l -2y)x + yHy ~l) = 0; 



on voit que la courbe admpt encore pour asymptotes les droites B 

4 

et B' parallèles à Taxe des y et qui ont pour équation 2^= +.1 ; 
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les branches correspondantes sont réelles ; car, quand y tend 
vers +. 1, une seule valeur de x devient infinie. 

Pour reconnaître comment ces branches sont placées par rap- 
port aux asymptotes, écrivons l'équation (4') de la manière 
suivante : 

on peut donner à y des valeurs suffisamment voisines de +. 1 

pour que x soit plus grand que toute quantité donnée, et par suite 

1 

pour que, dans Téquation précédente, le coefficient de - ait le 

X 

signe de son premier terme ; il résulte de là que les valeurs 

infiniment grandes de x auront le signe de — \_a • Cela 

étant, on verra facilement que les branches E, E' asymptotes à 
la di*oite B et les branches F, F asymptotes à la droite B' sont, 
par rapport à ces droites, situées comme l'indique la figure 140. 
La courbe dont nous reprendrons plus loin l'étude a la forme 
indiquée sur la figure 140. 

Asymptotes non parallèles à l'axe des y. 

166. Considérons une branche de courbe infinie G ayant une 
asymptote D non parallèle à Taxe des y ; la droite D a une équa- 
tion de la forme 

y = cx + d, 

et il s'agit de déterminer les coefficients e et d. 
Pour cela, prenons sur la branche G un point M{x,y); sa dis- 
tance MP à la droite D sera propor- 
tionnelle à la quantité y — ex — d, et 
Ton pourra poser 

y — caî — d;=K.MP, 

K étant une constante. Par hypo- 
thèse, la droite D est une asymptote ; 
donc la fonction K.MP tend vers 
Fig. 141. 2éro quand xeiy deviennent intinis ; 

il résulte de là que la quantité K . MP est une fonction V de la 
variable x qui tend vers zéro quand x devient infini. 
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Eq résumé, la branche de courbe G que nous considérons 
pourra être représentée par une équation de la forme 

(5) y = cx + d + Y, 

où V est une fonction de x qui tend vers zéro quand x devient 

infini. 
Cela posé, de l'équation (5) on tire 

y d-\-Y 

X X 

d + V 
quand x devient inâni, tend vers zéro; donc on a 

X 

X 

pom* X infini 

Règle I, — Le coefficient angulaire d'une asymptote non paral- 
lèle à Vaxe des y est égal à la limite du rapport - , quand x devient 
infini. 

Ia même équation (5) donne 

d=(y — ca?) — V; 
donc 

d = lim(y — cjc) 
pour X infini. 

Règle II. — L ordonnée à Vorigine d'une asymptote non parai- 
lèU à Vaxe des y est égale à U limite de la différence y — ex, 
quand x devient infini. 

On voit que la recherche des asymptotes non parallèles à Taxe 
des y est ramenée à la détermination des deux quantités 

c = lim- d = lim(y — car). 

X 

Exemple. — Proposons«nous de trouver Tasymptote de la 
courbe qui a pour équation 

X 

y= — i 

et qui a déjà ét6 étudiée (161). 



802 LIVRE IV. — CHAPITRE V 

y 1 
On trouve facilement c = lim^=- pour a; infini; maintenant 

on a 

1 

d = lim(y--)=:^Iim j^^^'"^ T 

1 + e^ 1+^ 

pour X infini ; donc d= — -, et la courbe a une asymptote repré- 
sentée par réquation 

X 1 

Assrmptotes des courbes algébriques 

167. Dans la recherche des asymptotes des courbes algébriques, 
nous distinguerons deux cas : 

Premier cas. — Uéquation de la courbe est mise sous foime 
entière. — Soit 

(6) fix,y)=o 

l'équation de la courbe mise sous forme entière; pour déterminer 
les coefficients angulaires des asymptotes, nous poserons y == ux, 
ce qui donne Téquation 

(7) f(x,ux)=^0. 

Il faut chercher la valeur que prend tt quand x devient infini ; 
pour cela, on divisera les deux membres de Téquation (7) par la 
plus haute puissance de x, et l'on fera croître ensuite x indé- 
finiment. 

Soit e une des. valeurs de u ainsi obtenue ; pour déterminer 
l'ordonnée à l'origine de l'asymptote correspondante^ on posera 

(8) y=ca; + 5, 

et,. après avoir divisé par la plus haute puissance de x les deux 
membres de l'équation 

(9) f{x,cx+B) = 0, 

obtenue en portant cette valeur de y dans Téquàtion (G), on fera 
croître x indéfiniment. 
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Soil d une des valeurs de 8 ainsi déterminée ; je dis que réd- 
jiroquement la droite qui a pour équation y:=cx-\'d est une 
asymptote. 

En effet, Téqualion (6) étant supposée du degré m, Téquatioû (9) 
donnera, pour 5, m valeurs. 

a=V4 8=v, ... a=v«; 

les quantités Vt étant des fonctions de x. 

Eh substituant ces valeurs dans Téquation (8), on obtiendra m 
équations 

y = ca?4-Vi, y = cx+W^, ..., y = cx + Wm, 

qui représenteront chacune une branche de courbe ; Tensemble de 
toutes ces branches forme la courbe considérée, puisqu'on élimi- 
nant 8 entre les équations (8) et (9), on retrouve l'cqualion (6). 

D'un autre côté, d'après la manière dont on a déterminé d, 
Tune au moins des quantités Vi est de la forme rf-j- V, la fonc- 
tion V tendant vers zéro quand x devient infini ; il résulte de là 
que Tune au moins des branches de la courbe a une équation de 
la forme 

cette branche est asymptote à la droite D représentée par l'équa- 
tion yzzzcx-^-d, car la distance d'un de ses points à cette droite 
étant proportionnelle à V, tend vers zéro quand V devient infini. 

Remarque. — Si, pour des valeurs de j^; suffisamment grandes, 
la fonction V est réelle, la droite D sera réellement asymptote à 
une branche de courbe ; dans le cas contraire, cette droite ne sera 
asymptote à aucune branche réelle. 

Pour déterminer le nombre des branches réelles asymptotes à 
la droite D, on posera 8 = d -[- V, Téquation (9) prendra alors la 
forme 

(10) SAicPV = 0, . 

et l'on sera encore ramené à étudier les racines infiniment petites 
de celte nouvelle équation. 

La transformation que nous venons d'indiquer sera inutile dans 
le cas où, X devenant infini, une seule valeur de 8 tendra vers d, 
cai* cette valeur sera nécessairement réelle. 
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168. Disposition relative de la branche de courbe et de 
Tasymptote. — Une courbe algébrique ne peut pas osciller indé- 
finiment de part et d'autre de son asymptote; donc, pour des 
valeurs de x sufAsamment grandes, la fonction V conservera un 
signe constant, signe que fera connaître l'étude des racines infi- 
niment petites de Téqualion (10). La branche finira par être cons- 
tamment située par rapport à la droite D dans la région des 
ordonnées positives si, pour des valeurs très grandes de x, la 
fonction V est positive; elle sera située dans la région des 
ordonnées négatives si la fonction V est négative. 

Exemple. — Soit la courbe qui a pour équation 

« (y — a;)3 — s(y — . a;)« — a; (y — «) + X — 2 = 0. 

En posant y = ux et divisant ensuite les deux membres de 
réquation par x^, on obtient l'équation 

quand x devient infini, u tend vers une valeur c racine de l'équa- 
tion (c — 1)« = ; le coefficient angulaire de l'asymptote est donc 
égal à l'unité. 
Pour avoir l'ordonnée à l'origine de Tasymptole, nous poserons 

y = X'^^\ 

l'équation de la courbe devient, après qu'on a divisé par x, 

(il) a3-5«^ô+i-^?ii?=o. 

X 

Si l'on fait croître x indéfiniment, $ tend vers des valeurs d 
racines de réquation 

Celte équation admet la racine simple —1, et la racine 
double + ^ ; donc la courbe a pour asymptotes les droites D, D' 
qui ont pour équations 

y = x—i et yz=x-{-i. 
Les branches asymptotes à la première droite D sont réelles. 
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car, quand x devient infini, une seule valeur de S tendvers 
Pour reconnaître la disposition y 

relative de ces branches et de la 
droite D, posons Sr= — 1 + V; 
réquation (11) deviendra 
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(V 



_2)>V^^V-*)^ + ^ = 0; 




on voit que, pour des valeurs de 
X suffisamment grandes, V a le 
signe de x ; donc du côté des ab- 
scisses positives la courbe finit ^^t- *«• 
par ôire constamment située, par rapport à la droite D, dans la 
région des ordonnées positives ; du côté des abscisses négatives, 
elle finit par être constamment située par rapport à la droite D 
dans la région des ordonnées négatives. 

Les branches asymptotes à la seconde droite D' sont aussi réelles, 
car réquation (11) montre que, quand i tend vers Tunité, une seule 

valeur de- tend vers zéro ; d'un autre côté, l'équation (11), mise 

X 

sous la forme suivante : 

(«-l)»(5 + l)-^4^ = 0, 

1 
montre encore que - est positif pour S = 1 +. c, la quantité e étant 

X 

infiniment petite. Il résulte de là que la courbe a deux branches 
réelles asymptotes à la droite D' du côté des abscisses positives 
et de part et d^autre de cette droite. 

Remarque.— En posantS==l + V, a; = - et étudiant les 
racines infiniment petites de réquation 

V«(2 + V) — [(l+V)» + 21a;'=0 

ainsi obtenue, on verra que, pour des valeurs de x suffisamment 
grandes, les ordonnées des branches asymptotes à la droite D' 
diffèrent aussi peu que Ton voudra des ordonnées de la courbe 
représentées par réquation 



y = a;4-l 



v^ 



20 
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Elle montre bien que les deux branches asymptotes à la droite D' 
s'étendent à Tinfini de part et d'autre de cette droite du côté des 
abscisses positives. 

169. Formules générales. — Quand l'équstion de la courbe 
est algébrique et de forme entière, on peut établir des formules 
générales pour la détermination des asymptotes non parallèles à 
Taxe des y. 

En groupant ensemble les termes de même degré, cette équa* 
lion prendra la forme 

(12) ?«(a?,y) + <p»-i(a;,y)+...+<po = 0, 

où fpix^y) représente un polynôme homogène du degré p. 

Pour déterminer le coefficient angulaire de Tasymptote, posons 
y = ux ; l'équation (12) divisée par x» deviendra 

1 1 

(pm(l,ti) + -?«-i(i,tt)+--.+— ?o = 0; 

Comme nous cherchons seulement les asymptotes non parallèles 
à Taxe des y, nous devons supposer que, accroissant indéfiniment, 
u tend vers une valeur finie c; dès lors, tous les termes de Téqua- 
tion précédente, sauf le premier, tendront vers zéro, et Tinconnue c 
sera racine de l'équation 

?»(l,c) = 0. 

Règle. — On obtient Inéquation qui donne les coefficients angu- 
laires des asymptotes non parallèles à Vaxe des y, en égalant à zéro 
V ensemble des termes du degré le plus élevé de l'équation de la 
courbe, après y avoir remplacé x par iety par c. 

Pour déterminer Tordonnée à Torigine de l'asymptote dont le 
coefficient angulaire est c, nous poserons 

« 

y = CX + B; 

le terme général de l'équation (12) deviendra (pp(x,(;x-|-^)- 

Cette quantité est la valeur que prend f^p{x, cx), quand, x restant 
constant, ex reçoit l'accroissement 8 ; on a donc 

^p{X^CX + ^) = <fp{X,CX) + ^<fp{X,CX)-{-^fp{X,CX) + 



• • • • 
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Dans le second membre de cette identité, les coefficients de 

S 8« • 

— • y • • • 

1 2! 

sont les dérivées partielles par rapport à y de la fonction ffpix^y), 
dans lesquelles on remplace ensuite y par ex. 

La fonction 9^(0;, ex) étant homogène et de degré p, les dérivées 
dont nous venons da parler seront homogènes et respectivement 
des degrés p — 1, p — 2 ... , pat suite on a 

« 

De ce qui précède il résulte que l'équation (12) ordonnée par 
rapport aux puisi^nces décroissantes de x, après qu'on y a rem- 
placé y par c x -^ 8 deviendra 



(13; 



l^mii.C) 
+ ?«-i(l,C) 



^"•"*+^?ia,c) 



$ 



+ I ?m-l(l,C) 

+ 9«-2(l,c) 



a?»-»+...=0. 



CSeite nouvelle équation ne contient pas de terme du degré m, 
car le coefficient 901(1,0) de x^ est nul. 

En divisant par â?»— ^ les deux membres de Téquation (13), on 
obtient Téquation 



(13') 



S as 

+ ?»i-i(l,c)+| 9i,-i(l,c) 

+ (p«,-î(l,C) 



- + ...=0. 
X ' 



Supposons que, x devenant infini, 5 tende vers une valeur 
finie d; tous les termes de l'équation (13'), à partir du second, 
tendront vers zéro; donc d sera racine de l'équation 



(14) 



d9'J^^^) + 9^^ii^>c) = 0. 



Discnssion. - 1^ ?l«(l^c)^0. — L'équation (14) donne pourd 
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une valeur unique et finie : la courbe a une seule asymptote de 
coefficient angulaire e. 

2* <j)|^ (1 , c) = et 9^^ _ ^ (1 , c) ^ 0. — Dans ce cas, quand x devient 

infini, 5 ne peut pas tendre vers une valeur finie, car réquation(13') 
montre qu'on devrait avoir alors <Pj„_^(l,c) =0; nous dirons que 

lasymptote est rejetée à Tiufini ou que la branche correspon- 
dante est parabolique. 

^•?I„(l»c)=0 ^^<p„_|(l,c)=p. — Dans cette hypothèse, le 

coefficient de x*^^^ dans Téquation (18) est nul, quel que soit $ ; 
en divisant les deux membres par x*"— ^, on obtient Téquation 

et Ton voit que si, X devenant infini, $ tend vers une valeur finie d, 
celte valeur est racine de Téquation du second degré 

la courbe a deux asymptotes parallèles entre elles. 

En général, si Téquation (18) s'abaisse au degré m — p, la 
courbe a p asymptotes parallèles entre elles, dont les ordonnées 
à l'origine sont les racines de l'équation 

Remarques. — 1® On démontrera, comme au paragraphe 167, 
que les droites déterminées par les considérations précédentes 
sont bien des asymptotes. 

2f* Pour déterminer le nombre des branchies réeUes asymptotes 

1 
à ces droites, on posera S=:d-4- V, « = -5 dans l'équation (13), 

et l'on sera encore ramené à étudier les racines infiniment petites 
d'une équation de la forme 

SAa:'?V« = 0. 

9^ Pour qu'une courbe algébrique admette p asymptotes paral- 
lèles, il faut que leur coefficient angulaire c soit racine d'ordre p 
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de multiplicité de Téquation o (1 ,c) = ; il importe de remarquer 
que cette condition n'est pas suffisante. 

170. Deuxième cas. — Véquation de la courbe est résolue par 
rapport à y.. — Supposons d'abord que l'équation de la courbe 
soit de la forme 

f(x) étant un polynôme du degré m + 1 et (p(rr) un polynôme du 
degré m. En effectuant la division du numérateur par le dénomi- 
nateur, on aura 

f ix) 
le reste f, (a:) est au plus du degré m — 1 , par suite, la fraction '-^-7— 

tend vers zéro quand x devient inilni, et la droite représentée par 
l'équation y=zcX'\'iQsX une asymptote . 

Remarque. — Nous avons déjà appliqué cette méthode (99), 
en étudiant la courbe qui a pour équation 

Air» + 2Ba;y-f 2Da;4-2Ey + F = 0. 

Supposons, en second lieu, que l'ordonnée y soit une fonction 
irrationnelle de l'abscisse ; l'équation de la courbe sera de la forme 



y=3ca? + d + 



Nous supposons que y est réel quand x devient infini, et nous 
nous proposons de trouver les asymptotes de la courbe. 

Première Hétbode . — On a, pour x infini, 

c = lim - = a + V^ + V*o » 

X 

on a ensuite 

Quand x devient infini, la quantité placée entre les accolades prend 
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i 

la forme illusoire oo — oo ; posons a: = -, il en résultera 

z 



y 



— ex = b I i 



la fraction placée dans le second membre de cette égalité prend, 
pour z=0,\a forme illusoire ^ ; on aura sa valeur en appliquant 
la règle de L'Hôpital. 
Exemple. — Soit la courbe qui a pour équation 

Prenons d'abord le signe -f* devant le premier radical, nous 
aurons 



y_-j I ^ I \/x!^ + 2x — i , \/Sx^-\-i2x^--ex — i 

X X ^ X ' X 

si l'on fait croître x au delà de toutes limites par valeurs positives, 
il en résulte c = 4 ; si l'on fait croître x au delà de toutes limites 
par valeurs négatives, il en résulte c' = 2. 
Cherchons d'abord l'ordonnée à l'origine de l'asymptote qui 

correspond au coefficient angulaire c = 4 ; en posant â; = ->on a 

_, , \/T+2z^^+\/s + i2z—Q7^'^z^^» 



Si Ton fait tendre % vers zéro, la règle de L'Hôpital donne 

d=lim(y — 4x) = 8, 
et l'on obtient une première asymptote représentée par l'équation 

y=ix + S. 

Cherchons maintenant l'ordonnée à l'origine de l'asymptote qui 

correspond au coefficient angulaire c* = 2; en posant a: = 1 

z 
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on a 

gj,^l [ \/l-22^~%»+v/-8 + 12g + 6g«-^3 + l 

z 

Si l'on fait tendre % vers zéro par valeurs positives^ la règle de 
L'Hôpital donne 

et Ton obtient une seconde asymptote représentée par l'équa^ 
lion y = 2x-\-l. 

En prenant le signe — devant le premier radical, on retrouve 
les mêmes asymptotes. 

Seconde Héthode. — Cette seconde méthode repose sur le 
lemme suivant : 

Lemme. — Étant donnée nne irrationnelle ^ on a identiquement 

les quantités a» étant des constantes et X une fonction de x qui reste 
finie quand x devient infini. 
Extrayons la racine d'ordre m du polynôme 

en arrêtant les calculs quand nous aurons trouvé un terme de 

1 

degré p — 1 par rapport à - ; soient B cette racine et R le reste, 

nous aurons identiquement 



A = B* + R 



avec 



B = aa; + ao + ^+..-+^ 

\XP ' XP-i-^^ I 



et 



= \/«o- 
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m 

Représentons par — la différence entre y A et Q, nous aurons 

identiquement 

X=j:p(VÂ-B); 

si l'on multiplie et si l'on divise le second mem1)re de cette identité 
par la quantité VA"»-* + bVa«-«+...+B»-S elle devient 

A— B« 

X^z xP • 

yA»-* + BVA«-*+...'+B«-* 

ou encore 

RxP 



> = 



';;/a«»-i + B \/a«-* 4- . . . + B»-i 



La valeur principale du num^ateur de cette fraction est PqX^" S 
et celle du dénominateur mx»-* \AC"* î donc, quand x devient 

infini, X tend vers la valeur finie —--7== • 

Nous allons maintenant démontrer que l'irrationnelle y A ne 
peut être mise sous la forme précédente que d'une seule manière. 
Supposons, en effet, que Ton ait encore identiquement 



VÂ = p:r + Po + 5+...+g5T4 



XP 



les quantités Pi étant des constantes et (x une fonction de x qui 
reste finie quand x devient infini ; il en résultera Tidentité 

(.-p)x+(«,-Po)+î^+...+^^=^^+^=0. 

En divisant par x les deux membres de cette identité et faisant 
ensuite x infini, on voit que a== p ; supprimons le terme (a — p)x 
dont le coefficient est nul, et faisons encore x infini, nous verrons 
que ttQ = Pq. Supprimons maintenant les deux premiers termes 
de la même identité; multiplions les' deux membres par x et 
faisons toigours x infini, nous en conclurons que a^ = P|. 

En continuant de la mAme manière, on verra que les cons- 
tantes tti et Pi sont respectivement égales; donc les fonctions X et |jl 
sont identiques. 
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* 

En appliquant ce lemme i ré(|uation (15), on la mettra sous la 
forme 

la fonction X restâût finie quand x devient infini : on connaîtra 
donc Uasymptote, et Ton pourra déterminer la position relative de 
la courbé et de cette droite. 

Remarie. — Si Ton veut trouver seulement Téquation de 
l'asymptote^ il suffira, dans l'équation (15), de calculer les deux 
premiers termes de chaque racine. Si l'on veut en outre déter- 
miner la position relative de la courbe et de l'asymptote, il faudra 

calculer, dans chaque rarine, assez de termes pour connaître, 

1 
dans l'expression de y, le terme de de^é le moins élevé en -# 

Exemple. — Reprenons Téquation 
ff = x + i±\/x^ + 2X'-i + ^/Sx^ + ^2x*'-6x^, 



on a 



v/;r« + 2x-l = « + l-l+i+§ 



donc 



et 



^ * ' a? ' 6x^ ' a^ 



2 l 

' XX* 



t/ = 2j; + l— — -}---. 



La droite D, représentée par l'équation y =4ir+ 8, est une 
asymptote par rapport à laquelle la courbe est située dans la 
région des ordonnées négatives du côté des abscisses positives, 
et dans la région des ordonnées positives du côté des abscisses 
négatives. 

La droite D' représeatée par l'équation y=z2X'^i est une 



• ■ 
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seconde asymptote par rapport à laquelle la courbe est située 

dans la région des ordonnées négatives, du côté des abscisses 
positives et des abscisses négatives. 



Propriétés générales des assmiptotes des courbes 

algébriques. 

171. Théorème I. — Une courbe algébrique d^ordre m a auplus 
m asymptotes. 

Le nombre des directions asymptotiques étant limité, nous 
pouvons rapporter la courbe à des axes tels, que Taxe des y ne 
soit pas parallèle à une asymptote; d'un autre côté, nous avons 
vu que, si la courbe a p asymptotes parallèles, Téquation 

^«(1,(^ = 

a nécessairement une racine d'ordre p. De ce qui précède, il 
résulte que le nombre des asymptotes est au plus égal au nombre 
des racines de l'équation (pi»(ï,c) = 0, chaque racine étant prise 
avec son degré de multiplicité ; le nombre des asymptotes ne 
peut donc pas surpasser m. 

Théorème II. — le nombre des branches réelles d'une courbe 
algébrique asymptotes à une droite est pair. 

Prenons l'asymptote pour axe des y^ et soit alors 

r(a;,y)=o 

1 
l'équalion de la courbe. Posons y = -r ' cette équation deviendra 



f 



bd=''- 



Puisque l'axe des y est une asymptote, le premier membre de 
l'équation précédente mise sous forme entière contiendra j/ en 
facteur quand on y posera x = 0; supposons que, dans cette 
hypothèse, ce premier membre soit divisible par f/P; nous distin- 
guerons deux cas : 

1* Le nombre p est pair. —- Quand on fait tendre x vers zéro 
pai valeurs soit positives soit négatives, un nombre pair de valeurs 
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réelles de ^ tendent vers Ziiro ; donc le nombre des branches 
réelles asymptotes à l'axe des y du côté des abscisses, tant posi- 
tives que négatives, est pair ; par suite, le nombre total des 
branches réelles asymptotes à cette droite est pair. 

2® Le nombre p est impair. — On verra, de la même manière, 
que la courbe à un nombre impair de branches réelles asymptotes 
à l'axe des y tant du côté des abscisses positives que du côté des 
abscisses négatives; par suite, le nombre total des branches 
réelles asymptotes à cette droite est encore pair. 

Théoràme III. — Quand une courbe algébrique a p asymptotes 
parallèles entre elles : 1*" toute parallèle à ces asymptotes rencontre 
la courbe en m — p points à distance finie ; 2*" chacune de ces 
asymptotes la rencontre au plus en m-^p — i points à distance 
finie. 

En effet, soit c le coefficient angulaire des asymptotes consi- 
dérées ; si, dans l'équation de la courbe, on remplace y par ex -f- $, 
on obtiendra une nouvelle équation du degré m — p par rapport 
à X (169) ; . d'un autre côté, si l'on remplace ensuite ô par l'or- 
donnée à l'origine d de l'une des asymptotes, le coefficient 
de x^—f dans cette équation s'annulera, et il pouira en être de 
même des coefficients de quelques-uns des termes suivants. 

Problème. — Exprimer qu^une droite est asymptote d'une courbe 
algébrique. 

Si une seconde asymptote n'est pas parallèle à la droite con^ 
sidérée, on écrira que cette droite rencontre la courbe en deux 
points rejetés à l'infini, ce qui donnera deux équations de con- 
dition. 

Si la 'droite fait partie d'un faisceau de p asymptotes parallèles, 
on écrira qu'elle rencontre la courbe en p-^-l points rejetés à 
l'infini, ce qui donnera p-|- ^ équations de condition. 

Théorème IV. — Une asymptote dune courbe algébrique est la 
limite d^une tangente dont le point de' contact s'éloigne à Fin fini 

Soit 

l'équation de la courbe rendue homogène et où Ton a groupé 
ensemble les termes de même degré par rapport àxeiky. 
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■ 

Nous reppësenterons par les symboles ^ (a:, y), V-(^,y) les 
dérivées partielles de la fonction f (x,y); rèqualion de la tan- 
gente en un point M {x,y) sera 

+Y|y?«(«'y)+y?ii-i(«»») + • • • 1 + ?«i,.«(^»y) + • • • = 0' 

ou 

en divisant les deux membres de l'équation par a;**^^ et posant 
tt= - 9 les lettres a\ h, e représentent des fonctions entières de u 

1 

et de- qui restent finies quand x devient infini. 

X 

Si Ton fait croître x indéfiniment , u tend vers le coefficient 
angulaire e d'une asymptote, et l'équation de la tangente devient 

x,<p',(i, c) 4- y;<p;,{1, + 9,_, (1, = 0. 

Dans l'identité 

faisons x = i, y = Cy et remarquons que ^m{i,e) est nul, nous 
aurons 

en supprimant l'indice y qui est devenu inutile. 
L'équation de la tangente sera donc finalement 

donc cette tangente a pour limite une asymptote. 

. Remarque. — Le théorème précédent s*applique à une courbe 
non cUgébrùfae^ pourvu que la tangente tende vers une position 
limite quand x devient infini. 
En effets le coefficient angulaire e de l'asymptote est la limite 
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du rapport? pour X infini ; or, ce rapport prend la forme illu- 



X 



soire^ , et, en appliquant la règle de L'Hôpital, on voit qu'on 
devra faire x infini dans la fonction i/. 

Il résulte de là que, quand le point de contact s'éloigne à Tin- 
fini, la tangente devient parallèle à une asymptote. 

En second liep, Tordonnée à l'origine de l'asymptote e^t la 
limite de la différence ^ = y — ex pour x infini. Pour déterminer 
cette limite, nous écrirons la quantité S de la manière suivante: 

. X 



— 1 » 

X 

le second membre, pour â? infini, prend la forme illusoire r ; en 

appliquant la règle de L'Hôpital, on sera conduit à faire x infini 
dans l'expression y — â?]^, qui est justement celle de l'ordonnée 
à l'origine de la tangente au point M(j;,y). 

Il résulte de U que, quand le point de contact s'éloigne à l'infini, 
l'ordonnée à l'origine de la tangente tend vers l'ordonnée à l'ori- 
gine de l'asymptote, dont le coefficient angulaire est c ; la tan- 
gente a donc pour limite l'asymptote. 

Le raisonnement précédent suppose essentiellement que, 
X devenant infini, les quantités y' et y — Xff ont des limites ; il 
serait en défaut dans le cas contraire. 

Exemple. — Soit la courbe qui a pour équation 

sinx 

»=— ' 

elle est évidemment asymptote à l'axe des x ; mais cette droite 
ne peut pas être considérée comme la limite d'une tangente dont 
le point de contact s'éloigne à Tinfini. 

En effet, ht coefficient angulaire d'une tangente a pour expres- 
sion 

cosa; sina? 
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on voit qu'il tend vers zéro quand x devient infini, et la tangente 
devient bien parallèle à Tasymptote. 

Quant à l'ordonnée à l'origine de la tangente qui a pour ex- 
pression 

2sina; 
y-xy ^ — cosic, 

elle ne tend pas vers une limite quand x devient infini, puisque 
le cosinus d'un arc infiniment grand n'est pas déterminé. Notre 
théorème n'est donc pas applicable à la courbe considérée. 

Asymptotes des courbes du second ordre. 

172. Premier cas. — Supposons d'abord l'équation de la courbe 
de forme entière, elle sera 

f[X,y) = Ax^ + Gy^ + 2Bxy-{-2T)x + 2Ey + F = 0. 

Les coefficients angulaires des asymptotes sont racines de 
l'équation 

(16) <p5(l,c) = Cc« + 2B(j + A = 0; 

nous distinguerons trois cas : 

l"" La courbe est une ellipse. — Les racines de l'équation (16) 
sont imaginaires et la courbe n'a pas d'asymptote réelle. 

2"* La courbe est une hyperbole. — L'équation (16) a ses racines 
réelles et distinctes auxquelles correspondent deux directions 
asymptotiques. 

Les ordonnées à -l'origine dés asymptotes s'obtiendront en 
remplaçant c par ces racines dans l'équation 

ii^) dç;(i,c)+<p^(i,c)=o, 

c'est-à-dire dans l'équation 

(Cc + B)d + D + Ec = 0. 

L'équation de l'une ou l'autre des asymptotes sera donc 

(Ce + B)y ^ (Gc2 + Bc)x + (D + Ec) =0 ; 
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eu remarquant que l'on a Cc* + S^ = — C^c + A), on peut 
donner à cette équation la forme suivante : 

(iT) f's+cr,=o. 

On voit que les asymptotes sont les diamètres conjugués des 
cordes ayant pour coefficient angulaire les racines de l'équa- 
tion (16). 

Équation quadratique des asjrmptotes de l'hyperbole. — 
On aura Téquation qui représente les deux asymptotes de Thy- 
perbole en éliminant c entre les équations (16) et (17') ; ce qui 
donne l'équation 

A(ry)»-2Brir» + G(A)»=0. 

On peut donner à l'équation qui représente les deux asymp- 
totes de rhyperbole une forme plus élégante en remarquant que 
ces droites sont les tangentes menées du centre à la courbe 
1(171), théor. IV]. 

L'équation des tangentes menées d'un point P{Xo,yQ) à une 
courbe du second ordre est (148) 

*f(aîo,yo)A^i»)=(^A.+î/ry.+«rf)*; 

si le point P coïncide avec le centi*e de la courbe, on a 



donc les deux asymptotes seront représentées par l'équation 

rtx,y)+^ = 0. 

8* La œurbe est une parabole. — L'équation (16) a une racine 

B A 

double c=— 7; = — :^ qui annule <p' (l,c), mais n'annule pas 

(fi(iyC) ; car, si elle annulait (pi\l,c), on aurait à la fois 

_ A_ B_ D 
/^-~B-~(3~"'Ê' 

et la courbe se composerait de deux droites parallèles* 
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Quand S est positif, Téquation (17) nous a donné pour a doux 
valeurs finies ; si Ton fait tendre 3 vers zéro, ces deux valeurs de d 

deviennent infinies, puisque dans la fonction — , .. * . le déno- 

minateur seul tend vers zéro; on est ainsi conduit à regarder la 
parabole comme ayant deux asymptotes rejetées à l'infini. 

4'' La courbe se compose de deux droites parallèles. — On a alors 

B""G""E' 
et réquation (17) se réduit à une identité quand on y remplace c 
par — p^ ; les ordonnées à Torigine des asymptotes sont déter- 
minées par l'équation 

c*est-à-dire par l'équation 

La courbe a deux asymptotes parallèles entre elles et con- 
fondues avec les droites qui la composent. 

Deuxième oas. ^ Supposons maintenant l'équation de la 
courbe résolue par rapport à j^; il n'y aura lieu de chercher les 
asymptotes que si la courbe est une hyperbole, son équation 
sera donc de la forme 

(18) y = ax + b±\/^^x^'\'2px + q. 

Prenons d'abord le signe -{- devant le radical, nous aurons 



lf = fl4.* + V^ZZ±ÏP£±9; 



XX X 



on trouvera c=:a-\-\i. si l'on fait croître x au delà de toutes 
limites par valeurs positives, et (/ = a — fx si Ton fait croître x 
au delà de toutes limites par valeurs négatives ; ja désij^ne une 
quantité positive. 
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Cherchons rordoonée à l'origiae de Tasymptote qui correspond 
au coefficient angulaire c= a -f- [a ; on a 

= i + — fv^ + t 

fij? -j" V i**^' + 2 p« + g 

et, en faisant croître x au delà de toutes limites par valeurs 

positives, on trouve d = b -f" - * On obtient ainsi une première 
asymptote D ayant pour équation 



y = ax-\'h-\-\u.x-\'^\ 



Cherchons maintenant Tordonnée à Torigine de Tasymptote 
qui correspond au coeflicient angulaire (f = a — {a ; on a 



y — c'a? = 6 + Vf**^' + 2px + g -|- fxa; 
_uj ^x + q 

V v-^^ + 2px + g — [*« 

et, en faisant croître x au delà de toutes limites par valeurs 

it^cf avives, on trouve (f = fr — -• On obtient ainsi une seconde 

V- 
asymptote D' ayant pour équation 



y=ax+6-^fA« + J) 



En prenant le radical avec le signe — ,on trouve comme asymp- 
tote la droite D si x croit au delà de toutes limites par valeurs 
négatives^ et la droite D' si x croit au delà de toutes limites par 
valeurs positives. 

En résumé, C désignant la branche de courbe représentée par 
l'équation (18), quand on prend le signe -{- devant le radical et 
C la branche de courbe représentée par la môme équation quand 
on prend le signe — devant le radical, la branche C sera asymp-' 
tote à la droite D du côté des abscisses positives et à la droite ly 
du côté des abscisses négatives. L'inverse a lieu pour la 
branche C. 

SI 
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Étude des points à rinfini. 

173. On peul ramener Tétude des points àrinfini d'une courbe G 
a celle des points où une autre courbe G' rencontre Taxe des y. 

Soient x ei y les coordonnées d*un point quelconque M de la 
courbe G ; à ce point M faisons correspondre un point M' dont 
les coordonnées x' et y' sont définies par les relations 

X =- y =-» 
X ^ X 

nous obtiendrons une courbe G qui est dite la transformée de la 
courbe G. 

Réciproquement^ G est la transformée de G' ; car des formules 
précédentes on déduit 

—1 — ?^ 

On vérifie sans difficulté les deux théorèmes suivants : 

Théorème I. — !• La transformée (Vune droite est une droite; 
2* chaque droite a pour coefficient angulaire Vordonnée à Voiigine 
de sa transformée. 

Théorème II. — La transformée d'une courbe d'ordre m est une 
courbe du même ordre. 
Nous établirons encore les propriétés suivantes : 

» 

Théorème III. — La tangente au point M de la courbe G a pour 
transformée la tangente au point M' de la courbe G. 

En effet, à une. corde M\f| de la courbe G correspond une 
Gorde M'Mi de la courbe G\ et quand le point M| vient coïncider 
avec M, son homologue Mi coïncide avec M'. 

Théorème IV. — Les asymptotes non parallèles à Vaxe des y de 
la courbe G ont pour transformées les tangentes à la courbe G', aux 
f oints où elle rencontre Vaxe des y. 

Soit, en effet, A une branche de la courbe G, asymptote à la 
droite T ; quand le point M s'éloigne à l'infini sur la branche A, 
c' leud vers zéro et y' vers le coefficient angulaire c de Pasymp- 
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Fig. 143. 



tote T ; donc le point M' homologue de M' tendra vers un 
point A' situé sur Taxe des y 
et ayant pour ordonnée c. 

Appelons d le coefficient an- 
gulaire de là tangente AT' au 
point A' de la courbe ff, Téqua- 
tion de cette droite sera 

sk eelle de sa transformée 

y = cx + d; 

Je dis que cette transformée est Tasymptote T. En effet, le coeffl- 
cient angulaire^ — r- de la sécante A'M' ayant d pour limite, on 

1/ — c 
peut poser =^ — j— = d-|-V, V tendant vers zéro avec x'; la 

X 

branche A'M' de la courbe C est donc représentée par Téqua- 
Uon y' == c + dx' + Va:', et sa transformée A par Téquation 

Y tendant vers zéro quand x devient infini. 

On voit que la branche A de la courbe G a pour asymptote la 
transformée de la tangente AT'. 

Ce théorème ramène Tétudo des points à l'inflni de la courbe C . 
à celle des points oii sa transformée G rencontre l'axe des y. 

Discussion. — 1** Le point A' est un point simple ordinaire, — 
Pour fixer les idées, supposons qu'au point A' la courbe C'soit 
concave vers les ordonnées positives. Pour des valeurs de x' 
suffisamment petites, positives ou négatives, la fonction Wx^ sera 
positive ; donc, pour des valeurs positives de x suffisamment 
grandes, la fonction V sera positive, et, pour des valeurs néga- 
tives de X suffisamment grandes, elle sera négative. Il résulte 
de là que la transformée AM de Tare AM' sera asymptote à la 
droite T du côté des abscisses positives, et située par rapport à 
cette droite dans la région des ordonnées positives ; la trans- 
formée A|M| de l'arc A'Mi sera asymptote à la droite T du côté • 
des abscisses négatives et située par rapport à cette droite dans ' 
la région des ordonnées négatives (/îjf. 143). . - 
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Fig. lU. 



2*" Le point A' est un point d'inflexion. — Les deux branches 

AM, A|M| sont asymptotes à la 
droite T, riine du côte des abs- 
cisses positives , l'autre du côté 
des abscisses négatives/ mais 
situées toutes les deux d*un 
même côté de l'asymptote 
ifi^.iU). 

On dit que la courbe C a un 
point d'inflexion à rinflni. 
3*" Le point A' est un point mul- 
tiple éPordre p. — La courbe Cap asymptotes parallèles entre 
elles et autant de branches réelles correspondantes qu'il y a de 
branches réelles de la courbe G passant par le point A' , 
On dit que la courbe G a un point multiple d'ordre p à l'infini. 

. Â'* Le point A' est un point de rebroussement. — La courbe G a 

deux asymptotes confondues auxquelles 
correspondent deux branches s'étendant 
à rinflni, toutes les deux dans le sens des 
abscisses positives, ou toutes les deux 
dans le sens des abscisses négatives. 

Si, au point A' , le rebroussement est dû 

premier genre, les deux branches infinies 

^^^' ^^' de la courbe G sont de part et d'autre de 

Tasymptote (/îjf. 145). 

On dit que la courbe a un point de rebroussement du premier 

genre à l'infini. 

Si^ au point A', le rebroussement est 
du second genre, les deux branches 
infinies de la courbe G sont d'un même 
côté de l'asymptote (fig. 146). 
On dit que la courbe a un point de 
j} rebroussement du second genre à 
l'infini. 

* '•• ^ ^' 5* Le point A' est un point isolé. — Si 

les deux tangentes en ce point sont imaginaires, la courbe G a 
deux asymptotes imaginaires ; si ces deux tangentes sont réelles 
etconfondues, la courbe G a deux asymptotes réelles et confondues 
auxquelles ccrrospondent deux branches imaginaires. 
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6" La tangente au point A' est l'axe des y. — La courbe C a alors 
deux branches infinies paraboliques^ c'eçt-à-dire dont les asymp- 
totes sont rejetées à Tinflni : ces branches sont dirigées dans le 
même sens si le point A' est un point simple ordinaire; elles sont 
dirigées en sens contraire s'il y a inflexion au point Â'. 

Propriété des asymptotes. — La méthode de transformation 
que nous venons d'exposer met aussi en évidence les propriétés 
générales des asymptotes.» 

1"* Une courbe algébrique d'ordre m a au plus m asymptotes. 
Car la transformée G' rencontre Taxe des y au plus en m points. 

2"* Le nombre des branches réelles d'une courbe algébrique asymp- 
totes à une droite est pair. 

Car la transformée C n'a pas de point d*arrêt. 

S*" Quand une courbe algébrique a p asymptotes parallèles entre 
elles: i* toute parallèle à ces asymptotes rencontre la courbe en m — p 
points à distance finie ; 2* chacune de ces asymptotes la rencontre 
au plus en m — p — 1 points à distance finie. 

En effet : 1® toute droite menée par un point multiple A' d'ordre p 
de la courbe C la rencontre en m — p ppints autres que A' ; 2^ la 
tangente à l'un des arcs passant par le point A rencontre la 
courbe C au plus en m — p — 1 peints autres que A'. 

Â"" Une asymptote d'une courbe est en général la limite d*une tan- 
gente dont le point de contact s'éloigne à Vinfîni. 

Car la tangente au point A' où la courbe G rencontre l'axe des j^ 
est la limite de la tangente en un autre point M' quand le point M' 
vient coïncider avec A' . 

La même méthode de transformation a une signification géomé- 
trique très simple ; elle revient à faire la perspective de la courbe G 
sur un plan. , 

Considérons deux plans, l'un vertical qui sera celui de la 
courbe C, l'autre horizontal : prenons dans l'angle dièdre antérieur 
supérieur un point situé à une distance égale à Yunité des deux 
plans de projection ; la courbe G' sera la perspective de la courbe G 
sur le plan horizontal, le point de vue étant en'O. 

Rapportons la courbe G aux deux axes rectangulaires ox, oy, 
dont Tun oy est parallèle à la ligne de terre It et la perspective 
de G aux deux axes rectangulaires o'x'^ dy'\ dont l'un o'y' est aussi 
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parallèle à la ligne de terre. Soient x^y les coordonnées d'un 

27 point m de la cc)ujrbe C, et 

x', y' celles du point m' 
perspective de m; en 
appelant a l'angle moy on 
aura 






o\^<-. 



l 



T 



-y 



/ 



/ 



—i^o' 



ny 



Fig. 147. 



.r = ytga et l = y'tga, 

relations d'où Ton déduit 

t/ = - . On trouvera de 
^ X 

même y = ^; donc x' et y' 

sont liés à x et à y par les 
relations 



x' = - 



1 

X 



X 



ces formules sont précisément celles qui définissent notre mé- 
thode d& transformation. 

Remarque. — Pour appliqi^er la même méthode à Tétude des 
branches infinies asymptotes à des droites parallèles à Taxe des y, 
on emploiera les formules suivantes : 



y 



1 

y 



0:'=-; 

y 



quand y devient infini, y' et si tondent vers zéro; on sera donc 
ramené à l'étude d'une courbe dans le voisinage de l'origine. 

Exemple. — Soit la courbe G qui a pour équation 

aî(^ + y)^ + 4yix + y)+4a:=:0; 

1 x/ 

si l'on pose d'abord a; = - » y := --,» celle équation devient 

X X 

(j,' + l)« + 4x'y'(j/' + l) + 4x'*=0. 



La transformée de la courbe C rencoatre l'axe des y en un 



ÉTUDE DES POINTS A l'INFINI 



827 



point dont Tordonnée est — 1, et qui correspond à un rebrous- 
sement du premier genre, le coef- 
ficient angulaire de la tangente 
étant 2 ; de plus, dans le voisinage 
du point de rebroussement, l'ab- 
scisse :i est négative. 

Il résulte de là que la courbe C 
a, du côté des abscisses négatives, 
un point de rebroussement du 
premier genre à TinAni, et que 
réquation de Tasymptote corres- 
pondante est j/ = — a: + 2. 

Posons maintenant 



1 







la nouvelle transformée G' de la 
courbe C aura pour équation 

Torigine est un point simple ordinaire de la courbe G', qui est 
convexe en ce point vers les ordonnées positives, le coefficient 

1 

angulaire de la tangente étant — -' L'arc de la courbe G' qui 

4 

passe par l'origine est représentée par l'équation 

la fonction V tendant vers zéro avec ^ ; de plus, cette fonction 
est négative ou positive suivant que la valeur infiniment petite 
attribuée à %j est positive ou négative. La branche correspondante 
de la courbe G aura donc une équation de la forme 

a; = — 4 + V, 

la fonction V tendant vers zéro quand y devient infini : il résulte 
de là que la courbe G a deux branches asymptotes à la droite B 
qui a pour équation X = — 4 ; ces branches D et D' sont situées 
de part et d'autre de la droite B et s'étendent à l'infini l'une dans 
le sens des ordonnées positives, l'autre dans le sens des ordonnées 
négatives. 
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CHAPITRE VI 
corvsTRUcnoK des coubbes en gooedonnèbs 

RECTULIGIVES. 

174. — Dans la construction des courbes rapportées à des 
coordonnées reclilignes, nous ferons usage de quelques théo- 
rèmes que nous allons d'abord établir. 

Théorôme I. — Pour que Vorigine des coordonnées soit centre 
d'une courbe ayant pour équation 

il faut et il suffit que les équations 

(1) r{x,y) = f{-x,^y)=Q 

admettent les mêmes solutions, 

1^ La condition est nécessaire ; car, si l'origine est centre, au 
point M (x, y) de la courbe correspond un second point M' (— «, — y) 
également sur la courbe ; done les équations (1) sont vériQées 
simultanément par lés coordonnées de chacun des points de la 
courbe. 

2® La condition est suffisante ; car, si elle est remplie, à chaque 
point M(a:,y) de la courbe correspondra un point M'{— x, — y) 
également sur la courbe; or, les deux points M et M' sont symé- 
Iriquement placés par rapport à Torigine. 

Théorème IL — Les coordonnées étant rectangulaires^ pour que 
Vaxe des y soit un axe de symétrie d*une courbe ayant pour équation 

f{x,y) = o, 

il faut et il sufp^t que les équations 

f(x,y) = /•(x,-y) = 

admettent les mêmes solutions. 
La démonstration est analogue à celle du théorôme précédent. 
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Théorème ni. ^ Pour que la première bissectrice soit un axe 
de symétrie, U faut et il suffit que V équation (^ la courbe soit symé- 
trique par rapport à x et à y, 

{"" La conditioo est nécessaire; car, les coordonnée^ d*un 
ipoint M étantx et y y celle de son symé- 
trique M' par rapport à la bissectrice oA 
de l'angle yox seront y et x, 

2? Elle est suffisante ; car, si elle est 
remjplie, à chaque point M(a;,y} de la oourbe 
correspondra un point M!(y,x) également 
sur la courbe ; or, les deux points M çt M' 
sont symétriquement placés par rapport Fig. i49. 

à la première bissectrice oÂ. 

Remanpie. — Pour reconnaître si la seconde bissectrice est 
un axe de symétrie, on changera x en — x dans l'équation de la 
courbe, et l'on appliquera le théorème III à l'équation ainsi trans- 
formée. 

175. Nou9 allons maintenant exposer la marche à suivre pour 
construire une courb^ définie par son équation en coordonnées 
rectilignes. 

Premier cas. — Véquation de la courbe peut être résolue par 
xapport à Vune des coordonnées. — Pour fixer les idées, supposons 
que l'équation de la courbe soit résolue par rapport à y. 

On commencera par chercher les valeurs de x pour lesquelles y 
est discontinu et celles pour lesquelles cette ordonnée change de 
signe en s'annulant ; après avoir rangé toutes ces valeurs par 
ordre de grandeur croissante, on étudiera les variations de l'or- 
donnée y dans chacun des intervalles ainsi formés. Le signe de 
la dérivée de l'ordonnée indiquera si cette fonction est croissante 
ou décroissante. 

Avant de résoudre l'équation de la courbe, on examinera si la 
courbe est symétrique par rapport à l'origine ou par rapport aux 
axes de coordonnées, ou encore par rapport dx bissectrices des 
angles formées par ces axes. 

Enfin, pour faciliter le tracé de la courbe, on cherchera ses 
asymplttes et, pour mieux déterminer sa forme, on étudiera les 
points singuliers. 

Nous ne donnerons pas d'exemples de la construction d'une 
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courbe déflnie par une équation résolue; nous en avoas déjà 
donné plusieurs (94). ' 

Remarque. — Quajid Téquation de la courbe est 9u seaond 
degré ou bicarrée par rapport à y par exemple, il vaut mieus, 
au lieu de la résoudre, chercher la condition de réalité des racines 
et le sigae de leur produit ainsi que celui de leur somme. 

■ 

Exemple I. ^ Reprenons la courbe qui a pour équation 

(a: — i)V+(^— 4)î/® — ^* = 0- 

Nous avons vu (165) que cette courbe a pour asymptotes les 
droites A, B, B' dont lea équations sont respectivement x = i, 
y=+.l, et déterminé la position des branches infinies par 
rapport aux asymptotes. 

En ti*ansportant l'origine au point A(1,0) et ordonnant par 
rapport à x, cette équation devient 



(2) 



a:«(î/*— i) + (y» — 2).T — 1 = 0. 



1 

Là nature des racines de la nouvelle équation, en y regardante; 
comme l'inconnue, dépend du signe de la quantité 

U = y3(î^ + 4tf-4), 

qui s'annule pour y = et pour une valeur p comprise entrée 

et 1 ; donc les racines de l'équation (2) seront imaginaires pour les 
valeurs de y comprises entre et p, réelles pour les autres 
valeurs de l'ordonnée. 

La somme et le produit' des racines que nous désignerons 
par x! et x* ont respectivement pour expression 



S=— 



y^ — 2 

y'-i 



P=- 



1 



yi-1 



es 2 

Pour y= p, on a 3^ = a:* =— __. =: — gt, et il est facile do 

vérifier que a est plus grand que l'unité; on obtient ainsi un point G 
de la courbe situé dans l'angle y o:;^ entre Tasymptote B et l^axe ox. 
Quand y varie de p à 1 — e, a:* varie de — a à — oo , etx* de —a 
à — 1 ; ce qui donne l'arc GË' asymptote à la droite B et l'arc GB\ 
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la tangente au point B e$t parallèle à la première bissectrice 
ifig.iAO). 

Quand y varie del+«à+^»^ devient positif, et varie 
de +00 à ; a:* toujours négatif varie de — 1 à ; on obtient la 
branche ED asymptote a«x droites B et A et la branche BC 
asymptote à la droite A. 

Donnpns maintenant à y des valeurs négatives. Pour y = 0; 
réquation(2)seréduità (x + l)' = 0; donc, de rkncienne ori- 
gine partent deux branches de courbes tangentes à la droite oy^ 

De l'équation (2) on tire a; + i = ± \/xy^ (3cy + ^)\ donc le point o 
est un* point de rebroiissçmenl du premier genre. 

Quand y varie de à — 1 +e, xf varie de à — oo , et a:* de 

à — ^; on obtient la brànclie oV asymptote à la droite B' et 

rare oB'. 

Quand y varie de — 1 — ta — oo, af devient positif et varie 
de -|-oo à ; a;* toujours négatif varie de — jà ; on obtient la 

branche FG asymptote aux droites B' et A et la branche B'D' 
asymptote à la droite A. 

Exemple IL — Construire le lieu des points tels que le produit 
de leurs distances à deux points fixes F, F soit égal à une quantité 
donnée a*. 

Ce lieu est -connu sous le nom d'Orale de Cassini. 

. * Prenons pour axes la droite FF* et une perpendiculaire en son 
milieu o ; en appelant 2c ladistance FF, l'équation du lieu est 

(3) y* + 2 (x« + c«)y« + (a;« — c«)« — a* = 0. 

Cette équation ne renfermant q\î& des puissances paires des 
deux coordonnées. Taxe des x et celui des y sont des axes de 
symétrie. L'équation (3) résolue par rapport à j^^ a ses racines 
réelles, car la quantité placée sous le radical se réduit à 4c'a;'-|-fl*; 
la somme de ces racines est négative et leur produit a pour 
expression P = (x* — c' — a*)(x* — c*+ a*). Lorsque le produit P 
est positif, les»deux valeurs de y* sont négatives, et l'équation (3) 
a ses quatre racines imaginaires; quand ce' produit est négatif, 
réquation (3) a deux racines réelles. 
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En Tésuméj pour que TéquatioD (3) ait des raciaes réelles, il faut 
que Ton ait 

Prenons sur Taxe des x^ de part el d'autre de l'origine, des 

longueurs o A = o A' ?= \/a* + c* ; la courbe sera comprise entre 
tes parallèles menées par les points A et A' à Taxe des y. 

Pour interpréter la seconde inégalité, nous distinguerons 
plusieurs cas. 

l*a<c. — Prenons sur l'axe des x, de part et ^d'autre de 

y Forigine, des' longueurs 

oA, = Ai = \/c^ — a«, 

la courbe n*aura aucun 
point situé entre les pa- 
rallèles menées à l'axe 
^ des y par les points A|, Ai. 
Quand x varie de 




y^ est d*abord nul, devient 
positif et s'annule de nou- 

Fig. 150. u*- * • ■ i«* 

veau ; on obtient ainsi la 
courbe fermée A|CAC| symétrique par rappori à ox. Les valeurs 
négatives de x donnent une seconde courbe symétrique de la 
précédente par rapport à oy (fig. 150). 
Le coefficient angulaire de la tangente a pour expression 

f — x(x^-\-y* - c') 

■ 

il est infini aux points A, A', A|, Ai et nul aux points G, G, G|, G/ 
où la courbe est coupée par la circonférence du cercle décrit du 
point comme centre avec oF pour rayon. 

Ces points d'intersection sont toujours réels, car le carré de 
leur abscisse 



«• = 



4c* — g* 
4 c* 
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est compris entre a* -f^^ ®^ c* — a*;en ces points,. Ja tangente 
,est parallèle à l'axe dos x. 

2* a = c. — On peut 

faire varier a; de — c \/2 

à c\/8; la courbe a, à 
Torigine, un point double 
dont les tangentes sont 
la première et la seconde 
bissectrice, car l'équa- 
tion (3) devient 

(x« + y«)«-24»(j*-y«)=0. Fig. 151. 

On a donné à cette courbe le nom de Lemniscate (fig. 151). 

8* a>c. — L'inégalité x*>c' — a* est satisfaite, quel que 
soit X ; l'abscisse x peut donc varier de 




Quand x varie de 

à +\/c« + a«, 

j^ varie de a* — c* à ; le lieu est une courbe fermée qui a pour 
sommets les points Â, A' et les points B, B' situés sur Taxe des y 

à une distance de l'origine égale à y/cfl — c*. 

Pour que la circonférence du cercle ayant pour centre le point o 
et pour rayon o F rencontre la courbe, il faut que l'on ait a < i; \/8. 





Fig. 15i. Fig. 153. 

Quand cette condition sera remplie, l'ordonnée croîtra du point B 
au point C, puis décroîtra du point G au point A ; l'ordonnée du 
point B est minimum et celle du point C maximum (fig. 152). 
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Quand cm «tara a>cv/2) Tordonnée âécroîU*a du point B au 
point Â, elle sera maximum au point B, et la courbe aura la forme 
indiquée sur la figure 153. 

Deuxième cas. — Vequation de la courbe ne peut pa$ être 
résolue par rapport à Vune des coordonnées, — Lorsqu'il en est 
ainsi, il est quelquefois possible d'exprimer chacune des coor- 
données :r et j/ en fonction d*une variable auxiliaire (; on est alors 
ramené à suivre les variations simultanées de x et de {( quand 
on fait varier t. 

Supposons que la courbe soit d'ordre m et qu'elle ait un point 
multiple d'ordre m — 1 que Ton prendra pour origine ; en posant 
y=,tx^ on obtiendra une équation qui, divisée par x"»~*, ne 
contiendra plus x qu'au premier degré. La courbe sera alors 
définie par deux équations de la forme 

Tangente à V origine. — Les coefficients angulaires des tangentes 
aux arcs qui passent par l'origine seront les racines de l'équa* 
tion î{t) = 0. 

Asymptotes. — Les coefficients angulaires des asymptotes 
seront les racines de l'équation (p(t) = 0. 
Appelons c une racine de cette équation, nous aurons 

pour avoir l'ordonnée à l'origine de l'asymptote, il faut chercher 
la limite de cette expression quand t tend vers c. Le coefficient 

f g 

- — -prend la forme jr; donc l'ordonnée à l'origine de l'asympioto 

a pour expression 

Exemple. - • Soit l'équatioQ 

qui représente une courbe connue sous le no. n de FoliBm da; 
Descartes. 
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L'origine est un point double, et la courbe est du troisième 
ordre ; en posant y = tx, on exprimera les coordonnées x et y par 
les formules 



(4) 



x = 



Sat 



y=ttx = 



3af« 



Quand / varie de — ooà — 1 — e, x croit de à -f oo et y décroît 



de à — » , on obtient Tare oC 
qui touche à Torigine Taxe des y. 
Quand t varie de — 1 + « à 0, on 
obtient un nouvel arc illimité oG 
qui touche à l'origine Taxe des x; 
les deux arcs oG, oG sont symé- 
triques par rapport à la première 
bissectrice oA. En effet, les coef- 
Rcients angulaires de deux droites 
ayant oA pour bissectrice de leur 
angle sont liés par la relation 




Fig. 151. 



W =:{; or, si dans les formules (4) on remplace / par -, les expres- 
sions de X et de y sont permutées. 

La direction asymptotique a pour coefficient angulaire c = — 1 ; 
de plus, on a 

_ Sal(t-{'i) _ Sat 



+i 



en faisant t = — 1, on trouve, pour l'ordonnée à l'origine de 
l'asymptote, d = — a; cette droite a donc pour équation 



j; + y + a = 0- 



3a 



Quand t varie de à 1, rc et y varient de à— ; on obtient 

Tare pDA qui touche, à l'origine, la droite ox et coupe norma- 
lement au point A la droite oA ; quand t varie de là -j^oo , on 
obtient l'arc AUo symétrique du précédent par rapport à oA. 

Supposons maintenant que le point multiple d'ordre m — 1 soit 
rejeté à l'infini, et désignons par c le coefficient angulaire des m — i 
asymptotes parallèles entre elles; en posant y=zcx-{-B, on 
obtiendra une équation ne contenant plus x qu'au premier degré« 



886 LIVRE IV. — CH&PITRK VI 

La courbe sera alors définie par deqs équations de la forme 

y = CX + i X=l^y 

Remarqae • — Les ordonnées à l'origine des asymptotes dont 
le coefficient angulaire este seront les racines de l'équation 

<p(8) = 0. 

En effet, quand B tend vers une de ces racines, x devient infini, et 
la droite ayant pour équation y = cx-\-d rencontre la courbe 
en m points rejetés à l'infini. 

Exemple. — Construire la courbe qui a pour équation 

x{x + y)^ + 9y{x+y) + 2x = 0. 

Cette courbe est du troisième degré et a deux asymptotes 
parallèles à la seconde bissectrice ; en posant y = ^x-{-Bf\es 
coordonnées a; et j^ seront définies par les formules 

*=-(S-l)(S-2) »=-« + «• 

L'absoisse x devient infinie pour $ = 1 et pour $ = 2; la courbe 

admet donc pour 
asymptotes les deux 
droites parallèles A,B 
représentées par les 
équations 

x+y = i aî + .v=8. 

Quand S varie de 
— 00 à 0, X est né- 
gatif et croîtide — 3 
à ; y est aussi né- 
gatif et croit de 
-* 00 à ;' on obtient 
Tare Do asymptote à 
la droite G qui a pour 
équation x-f 3 = 
et touchant à Tori* 
''*«• *55. gine Taxe des y. 

Quand 8 varie de à 1 — t, x reste négatif et décroit de 
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à.— 00 , y devient positif et croît de à +00 ; on obtient Tare oE 
asymptote à la droite A. « 

La variable S allant de 1 -f-« à 2 — t, x varie de -|-oo à -|-« 
et y de — 00 à — 00 , ce qui donne la branche F6 asymptote aux 
droites A et B. 

Enfin S allant de 2 -}- « à -j- 00 , x est négatif et croît de — 00 
k i — 3, y est positif et varie de +°^ ^ +°°» on obtient la 
branche HL asymptote aux droites B et G. 

En cherchant Fabseisse du point de la branche GF le plus 
rapproché de Taxe des y, c'est-à-dire du point pour lequel la 
idérivée de Tordonnée est infinie, on U*ouve x = 24. 

176. Les deux exemples que nous venons de traiter sont 
compris dans un cas plus général, celui oii la courbe est définie 
par deux équations de la forme * 

(5) x=t^ y=^. 

Quand ces expressions de x et de y sont des fractions ration- 
nelles, les courbes représentées par les équations (5) sont dites 
unicursaks^ 

Nous allons exposer brièvement la méthode à suivre pour 
étudier les courbes définies par les équations (5). 

!• Reconnaitre si rorigine est centre. — L'origine sera centre 
de la courbe quand; à chaque valeur de ty correspondra une 
valeur t telle que l'on aura 

m^^m et Aw^ fiin 

?U) ?(0 ?iW <Pi(0 

2* Reconnaitre si Vaxe des abscisses est un axe de symétrie.— Les 
coordonnée* étant rectangulaires, Taxe des x sera un axe de 
symétrie quand, à chaque valeur de t^ correspondra une valeur f 
telle que Ton aura 

M:^M et [M = ^fJ^ 

9(0 9(0 94 (f) 9,(0* 

Des considér^itions analogues sont applicables à Taxe des y. 






9 
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S"" Délermination des asymptotes. — On obtient les asymptoteB 
parallèles à l'axe des x en prenant les racines de Téquation 

qui ji*annulent pas <pi(0. 

On obtient les asymptotes parallèles à Taxe des y en prenant 
les racines de réquation (p|(/)==0 qui n'annulent pas 9(0. 

Occupons-nous maintenant des adjrmptptes qui ne sont paral- 
lèles à aucun des axes de coordonnées. 

Pour que des droites de cette nature existent, il faut que xeiy 
deviennnent infinis simultanément ; cela exige que les deux 
équations 

?(0 = 9,(0 = 

admettent des racines communes réelles. 

Soit t = ^| une racine commune réelle de ces équations; le 
coefficient angulaire c de Tasymptote correspondante s'obtiendra 
en remplaçant t par t^ dans la relation 

X <pi(o7(o' 

On déterminera ensuite Tordonnée à l'origine d de cette asymp- 
tote en exprimant en fonction de t la différence y — ex et en 
cherchant la limite de cette expression pour t = ^|. 

40 Détei^mination des points doubles. — Pour déternainer les 
points doubles, on cherchera les valeurs de t et de t* qui satisfont 
aux deux équations 

<pW î(0 Ti(0 ?iiO' 

on devra rejeter la solution évi'lente t = (. 
Exemple. — ConstfUire la courbe définie par les deux équations 

■t^) *=7r"^ïT7m^ y= 



((-l)(i + l) ^ (f-i)(|^2) 



/■ 
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Cette courbe est du troisième ordre ; car, si entre les équa- 
tions (6) et celles d'une 
droite on élimine x 
et y, on obtient une 
équation du troisième 
degré par rapport à t. 

L'abscisse x est in- 
finie pour f = — 1^ la 
valeur correspondante 
de l'ordonnée étant 



s 

» = -,; 



la courbe est donc 
asymptote à la droile 
BQ représentée par 



8 



l'équation y = j 




r 

Fig. 156. 

L'ordonnée y est infinie pour t = — 2, la valeur correspondante 
de l'abscisse étant x = — ^ , la courbe est donc asymptote à la 
droite AP représentée par l'équation ^ = — j- 

Enfin pour t == 1 l'abscisse et l'ordonnée sont infinies ; on a 

y^(t-m±i)^ 
X t{t + 2) 

,&t, en faisant t = i dans cette relation, on trouve o = — | pour le 

coefficient angulaire de l'asymptote non parallèle aux axes de 
coordonnées. 

Pour avoir l'ordonnée à l'origiite de cette asymptote, on fera 
t = i dans la relation 



2 _ 5ta-f^ — 6 _ 5^ + 6 

* + 5^""3^f — l)(f + l)(f + 2)'^3(l + l)(t + 2)' 



11 



on trouve ainsi d = ^g * L^i courbe e&t donc asymptoto à la droite 
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G représentée par l'équation 
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y+lx=^r. 



3 



18 



Remarquons encore que x s'annule pour ^ = et y pour t = 2. 
Pour suivre plus complètement les variations des coordonnées x 
et y y formons leurs dérivées 



04 = - 



i« + l 



(t-lW + 1)' 



yi = - 



t{t^i) 



(t-l)»(t + 2)» 



yi 



t 



-2— t 

— 2-f-» 



X 



y 



On voit que Tabscisse x est constamment décroissante dans 
chacun des intervalles où elle est continue ; quant à Tordonnée y, 
dans lés intervalles où. elle est continue, elle décroît quand t est 
compris entre — oo et ; elle croit quand t est compris entre 
et 4, enfin elle décroit quand t est compris entre 4 et -]- qc . Cette 
ordonnée est minimum pour t = Oy et maximum pour t = 4. 

Le sens dans lequel varient a; et j^ étant connu, nous allcyis» 
pour plus de clarté, résumer les résultats obtenus dans un tableau 
donnant les valeurs de o? et de y qui correspondent aux valeurs 

principales de t; ces valeurs 
sont celles pour lesquelles X 
ou y deviennent nuls, infinis, 
maximum ou minimum. 

t variant de — oo 4 — 2 — s, 
on obtient l'arc oD asymptote 
à la droite AP. 

t variant de — 2-j-« à 
— 1 — e, on obtient Tare EF 
asymptote aux droites AP,BQ 
et coupant l'asymptote C au 
point R. 

t variant de — l+fiàl — e, 
on obtient l'arc GHK asymp- 
tote aux droites BQ, G coupant 
l'axe oy en un point H dont 
Tordonnée est minim.um et les 
daux asymptotes A, B en de^ 
points P, Q. 



+ 



-! + • 



1— c 



2 
3 



— 00 



-t-00 



:+oo 



— oo 
-j- 00 

2 
3 



+ « 



Décroît 

— 00 
' +00 

Décroît 

3 
2 

1 (minimuin) 
Crott 

+ 00 

— 00 

Crott 



Croit 

^ (maximum) 

Décroît 

+ • 
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t variant de 1 -f"^ ^ 4'^ > ^^ obtient l'arc LMo asymptote à la 
droite G, coupant Taxe ox en un point M dont l'abscisse - est 
égale à oÂ et présentant un point dont l'ordonnée est maximum. 



Pour t= +.00 on trouve - = 1 ; donc, à Torigine, la courbe 

touche la première bissectrice. 

En calculant les coordonnées des points P, Q, R où la courbe 
coupe ses asymptotes, on vérifiera que ces points sont en ligne 
droite : cette propriété appartient à toutes les courbes du troisième 
ordre ayant trois asymptotes. 

n est visible que la courbe a un point double ; nous allons 
chercher ses coordonnées. 

Pour faciliter cette recherche, décomposons a; et j^ en éléments: 
simples, ce qui donne 

1 , i i , 4 



2(( — 1) ' 2{t + i) ^ 3(t — 1) ' S(t + 2)* 

Attribuons à la variable indépendante deux valeurs t ai t\ et 
écrivons que les valeurs correspondantes de x ainsi que celles 
de y sont égales entre elles, nous obtiendrons deux équations 
qui, débarrassées de la solution t=t\ se réduisent à 

i 1 

A =0 



:0. 



tf + 2 (( + + 4 f f - (t + f ) + 1 

De ces équations on tire <f + 1 = 0, t + i' = — ^ ; donc les in- 
connues t et If sont les racines de Téquation du second degré 

En remplaçant, dans les dénominateurs des formules (6), là 
quantité t^ par sa valeur tirée de Téquation précédente, on obtient 

2t 2^ — 2) 

a; = -^ = -2 et y=:^L_I = 2', 

le point double a donc pour coordonnées — 2 et + 2; il se trouve 
sur la seconde bissectrice. 
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EXERCICES. . 

1. A une courbe algébrique d'ordre m on peut ipener tn{m — i) tangentes 
parallèles entre elles ; le centre des moyennes distances 4es points, de contact 
est le même, quelle que soit la direction des tangentes (Ghasles). 

2. Si par les difTérents points d'une droite D on mène des tangentes à un» 
cour^ d'ordre m, le lieu géométrique du centre dos moyennes distances G 
des points de contact passe par le centre des moyennes distances des points 
de contact des tangentes parallèles à la droite D. 

Quand la courbe est du second ordre le lieu des points G est une coniqus 
semblable à la proposée et passant par son centre (Ghasles). 

S. Si par les points d'une courbe plane on abaisse des perpendioulaires sur 
Tune des tangentes, et que, par le pied de chacune d'elles, on mène une droite 
proportionnelle à la longueur de la perpendiculaire correspondaoie et paral- 
lèle à une direction flxe, le lieu des extrémités de ces droites est une courbe 
qui a même tangente que la proposée au point qui leur est commun. 

4. Le lieu des points M, tels que la somme de deux normales MA, MA' 
menées par le point à une même courbe ou à deux courbes donnée^ soit 
constante, a pour tangente la bissectrice de l'un des angles formés par les 
deux normales. — Gas où les courbes données sont deux circonférences do 
cercle. 

5. Étant données deux courbes planes G et G', on regarde comme corres- 
pondants les points de ces courbes pour lesquels les tangentes sont parallèles* 
Gela posé, on mène par un point fixe des droites égales et parallèles à celles 
qui réunissent deux points correspondants ; démontr^ que chaque tangente 
au lieu ainsi obtenu est paralj^le aux tangentes aux deuK courbes G et G' 
aux points correspondants. 

6. Par un point P pris dans le plan d'une courbe d'ordre m, ôxT nène des 
normales dont les points d'incidence sont Ai, A|,..., A^ ; si la somme des 
carrés de ces normales est égale à une quantité constante a*, le lieu des 
points P est uds courbe G dont la normale au point P passe par le centre 
des moyennes distances des points A|,At,..., A^. 

Le point P restant fixe, la courbe Gi, lieu des points Q tels que l'on a 

QÂ?+QÂ|+..-+ÏÏÂj = fl% 

touche la courbe G au point P. 

La même proposition est vraie quelle que soit la relation qui lie les longueurs 
des normales menées par le point P. 

7. Une courbe du troisième ordre ayant trois asymptotes rencontre ces 
droites en trois points situés sur une droite D. 

Le produit des distances d'un point quelconque de la courbe aux trois 
asymptotes est dans un rapport constant avec sa distance à la droite D. 

8. Par un point pris sur une cissoîde» on mène une corde et les tangentes 
eux points où la courbe coupe la corde; trouver le lieu des points de ren- 
contre de ces tangentes. 

9. Pv un point pris sur une courbo du troisième ordre et de la troisième 
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classe on mène une corde et les tangentes aux points où la courbe coupe la 
corde^ trouver le lieu des points de rencontre de ces tangentes. 

10. SI par lea^trois points où une droite rencontre une courbe du troisième 
ordre, on mène les tangentes, ces tangentes coupent de nouveau la courbe en 
trois points situés^ en ligne droite. 

11. Les points de oontact des six tangentes menées par un point donné à 
une courbe du troisième ordre sont sur une conique : les six points où ces 
tangentes coupent de nouveau la courbe sont aussi sur une conique dou- 
blement tangente à la première. 

12. Trouver le lieu des points do rebroussement des courbes du troisième 
ordre ayant pour asymptotes trois droites données. 

13. La droite qui joint deux points d'inflexion d'une courbe du troisième 
ordre passe par un troisième point d'inflexion. 

14. Si par un point a d'une courbe du troisième degré, on mène des 
sécantes coupant de nouveau la courbe aux puints b^ Vj le lien des points a' 
conjugués harmoniques du point a par rapport aux points if ci 6^ sera une 
ligne droite toutes les. fois que a^sera un point d'ioHexion. 

Réciproquement, pour que le lieu des points a' soit une ligne droite, il 
faut que le point a soit un point d'inflexion. 

15. Si autour d'un point d'inflexion d'une courbe du troisième ordre, on fait 
tourner une transversale, et qu'aux deux points où elle coupe la courbe on 
fpène des tangentes, leur point de concours engendrera une ligne droite D. 

Les droites qui joignent deux à deux les points où deux transversales 
rencontrent la courbe se couperont sur la droite D. 

La droite D rencontre chaque transversale eu um point qui sera le conjugua 
harmonique du point d'inflexion par rapport aux deux points où cette trans- 
versale rencontre de nouveau la courbe. 

Enfln la droite D ^asse par les points d^. contact des trois tangentes qu'on 
peut mener généralement à la courbe par lé point d'inflexion. 

16. Les iliamèlres d'une courbe du troisième ordre sont, en général, dos 
courbes du mdme ordre : pour que ces diamètres admettent une branche 
rectiligne, il faut et il suffit que la courbe donnée se décompose ^n uno 
droite et une conique, quand les cordes conjuguées du diamètre ne sont pas 
parallèles à une asymptote. 

Si les cordes sont parallèles à une asymptote, le diamètre correspondant 
admet encore une branche rectiligne, quand l'asymptote est une asymptote 
d'inflexion. 

17. Construire les courbes représentées par les équations suivantes : 

(y — fax— i)»{a; — 1)— a:» = y*» — ar'-i-Saî'-haî — 2 = 

(y — Sx — 1)»(a; + l) — « + 1 = 2ir* — y«+(y-a;)« = 

^ — Sx*y -h 2a» — fl*y = i^ + y) {^' 4- y' + a j; + ay) — fl«y = 

(y_x — !)«(«_ l)(a; — 2) — jî* = 8a^/ — (z-f-y)' = 

»*4.y* — 2ay» — 26x*y = a;* — y*— {2x-^y)xy = 

t — 96a»îr + 100a' a;« — «* = (Courbe du diable). 

■ 

(^ _ x'')(x - 1) («— I) - ^{Jn"' + y* — 2ic)*=0. 
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18. Construire la podaire d'un point P par rapport à une conique donnée. 
18. Construire la courbe lieu des points de contact des tangentes menées 
d'un point P aux cercles qui passent par deux points donnés, 
âO. Construire ies courbes représentées par les équations suivantes : 

t{t-hi) (^ , 8in2y . 

(t — 1) (i — 2) I cosç — sinç 

t* \ sin© + cosç 

y = I =b — 

t* — 1 ( C0S9 — sinç 

s^y* — a^y* 4- Sx*y — 2a; = (on posera xy = 
a^y*. — xy* — x^^=^Q (ou posera a? y^ = <). 

£1. Étudier dans le voisinage de Torigine les courbes représentées par les 
équations suivantes : 

of y + «««' + a^cfy* + biX^ + btx^y^ + btxy'' + CiX^y* + dy* + dy*^ = 
(jy—xy + 2a? (y - x)* -{- x'' + af" (y — x) = 6 

y = \/i + ax+ v^r+Tî— y/i — cx— \^i—dx- 
22. Construire les courbes représentées par les équations suivantes : 

«'=1^ y = a: — - tga; — -Rina; 

,mx=isiny .y=arelgx- 3^^ ^^^^^ 

sinxsin^ss^ y = ^^ 

14-6.+1 

sinfo; — a) ,,,,.. ^ \ ,^ ^ 

y = — 1— - — : Tangle a étant compris entre et -• 

(Cette équation se présente dans le calcul de l'orbite d'une planète à l'aide 
de n'ois observations.) 

(l\»lnK ^ 

!'~i)T l'angle «étant compris entre et -• 
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